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RESUMO
Neste trabalho, descrevem-se alguns aspectos do 
comportamento dinâmico de rotores de turbogeradores, que possuem 
diferentes valores de rigidez em seus dois planos ortogonais de 
deflexSCo, através do método de elementos, finitos. Esta assimetria 
elástica de rotores horizontais causa, por aç£o da gravidade, 
vibraçSes dobradas por rotaçSo; consequentemente, velocidades 
criticas adicionais surgem no problema. Utilizam-se os elementos 
finitos baseados na teoria de vigas de Timoshenko e o modelo 
permite analisar os problemas de flexSo e de torçSo, que sSo 
desacoplados. Um programa computacional é  implementado para 
calcular as frequências naturais, as velocidades criticas e a 
resposta a um desbalanceamento distribuído de um rotor 
assimétrico apoiado em mancais discretos elásticos e simétricos. 
Desenvolve-se uma análise de sensibilidade da resposta 
desbalanceada para verificaçXo das seçSes criticas da estrutura á 
variaçSo de massa, visando a seleçSo dos planos de balanceamento. 
Selecionados os planos de colocaçSo das massas balanceadoras» 
efetua-se a operaçSo de balanceamento através do método dos 
coeficientes de influência.
ABSTRACT
This work deals with some aspects of the dynamics of 
turbogenerator rotors* which are described using the finite 
element method. These rotors have unequal flexural rigidities in 
their two orthogonal planes. The elastic asymmetry of horizontal 
rotors causes flexural vibrations at a rate of double the 
rotational frequency due to the effect of gravity. This results 
in additional critical speeds. The finite elements based on the 
Timoshenko beam theory are used and this model allows the study 
of the flexional and torcional problems» which are uncoupled. A 
computational program is implemented for computing the natural 
frequencies, whirl speeds and the unbalance response due to the 
distributed mass excentricities of an asymmetric rotor, supported 
by symmetric elastic discrete bearings. The sensitivity analysis 
of the unbalance response is developed in order to verify the 
behavior of the structure with the variation of mass. Then it is 
possible to obtain the critical sections of the structure, which 
can be selected as the balancing planes. After the selection of 
the planes in which the balancing masses are placed, the 





l - comprimento do elemento finito de viga
s - posiçSo axial de uma seçSo transversal do elemento
i> - coordenada adlmensional da posiçSo axial de uma seçSo
V - deslocamento transversal linear vertical
W - deslocamento transversal linear horizontal
(i - deslocamento transversal angular vertical
p - deslocamento transversal angular horizontal
O - deslocamento angular em torno da direçSo axial
to - velocidade de rotaçSo do sistema rotativo de
coor denadas
y, - funçSes de interpolaçSo dos deslocamentos lineares
d> - funçSes de interpolaçSo dos deslocamentos angulares
i
N - funçSes de interpolaçSo de torçSo
i
{q > — coordenadas generalizadas no sistema inercial de
referência global 
•Cp > — coordenadas generalizadas no sistema rotativo de
referência local
[Rj - matriz de transformaçSo de coordenadas entre sistemas
inercial e rotativo 
[0] - matriz das funçSes de interpolaçSo dos deslocamentos
lineares
[V] - matriz das funçSes de interpolaçSo dos deslocamentos
angulares
[EJ - matriz das funçSes de interpolaçSo de torçSo
T - energia cinética do elemento finito de rotor
V - energia potencial elástica do elemento finito de rotor
W - trabalho das forças externas
u  — massa por unidade de comprimento
rj - Coeficiente de Poisson i
Idb.Idc - momentos diametrais de inércia de massa por unidade de 
comprimento em relação ao sistema local dè coordenadas 
Idra - momento diametral médio de inércia de massa por
unidade de comprimento 
Ip - momento polar de inércia de massa por unidade de
compri mento 
O — velocidade de rotação do rotor
E - módulo de elasticidade longitudinal
G - módulo de elasticidade transversal
Ix - momento de inércia de área em relação ao eixo
horizontal Z
Iy - momento de inércia de área em relação ao eixo
vertical Y
Im — momento médio 'de inércia de área
A - área nominal da seção transversal do rotor
Ky,K* - coeficientes de cisalhamento
K - coeficiente de cisalhamento médio
Kt - constante de torção
<p*> — vetor força generalizada atuando no elemento finito de
rotor
[ Ko°3 - matriz de rigidez do elemento de rotor no sistema
rotativo de coordenadas 
CK*J - matriz de rigidez do elemento de rotor no sistema
inercial de coordenadas 
[ Ks**] — parcela da matriz de rigidez CK*3 independente do
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parcela da matriz de rigidez [K*l dependente do tempo 
e da velocidade angular
matriz representativa das inércias de transiaçSo e de 
torçSo do elemento 
matriz representativa da inércia de rotaçSo do 
elemento
matrizes representativas dos efeitos
giroscópicos do elemento
- matrizes de rigidez e de amortecimento» 
resp>ectivãmente, do elemento de mancai
- Coordenadas dos deslocamentos lineares do mancai
- Vetor força generalizada do mancai
- efeitos do cisalhamento transversal
- efeito médio do cisalhamento tranversal
- razSo de frequência CO/u)
- vetor excentricidade de massa
- massa por unidade de comprimento
- ângulo de fase do vetor excentricidade
- módulo do vetor excentricidade de massa de uma seçSo 
tr ansver sal qualquer
- proJeçBes do vetor excentricidade nas direçSes 
horizontal e vertical, em um instante inicial de 
referência
- ângulo de fase inicial do vetor excentricidade
- coordenadas do centro de massa
- coordenadas do centro geométrico
- proJeçSo em seno do vetor excentricidade


















- proJeçSo em cosseno do vetor força de desbal anceamento 
do elemento de rotor
- proJeçSo em seno do vetor força de desbalanceamento do 
elemento de rotor
- distribuiçSo de excentricidades ao longo do elemento 
de rotor na direçSo vertical
- distribuiçSo de excentricidades ao longo do elemento 
de rotor na direçSo horizontal
- excentricidades de massa na extremidade esquerda do 
elemento
- excentricidades de massa na extremidade direita do 
elemento
- proJeçSo em cosseno da resposta desbalanceada
- proJeçSo em seno da resposta desbalanceada
- resposta ao desbalanceamento distribuído medida no 
plano i
- resposta ao desbalanceamento distribuído • & massa de
teste m. » medida no plano i 
4
- vetor massa de teste colocado no plano J
- coeficiente de influência complexo
- matriz dos coeficientes de influência para uma 
determinada velocidade
- vetor das massas balanceadoras complexas
- vetor das respostas ao desbalanceamento em várias 
veloci dades
- vetor das vibraçSes residuais em várias velocidades
- matriz das submatrizes dos coeficientes de influência 
par a vár i as vel oci dades
- coordenadas da massa de teste em uma seçSo transversal
1CAPITULO 1
REVISXO BIBLIOGRÁFICA E ESCOPO DO TRABALHO
1.1. INTRODUÇÃO
A capacidade de predição da resposta dinâmica e da 
estabilidade de rotores se tornou imprescindível para o 
desenvolvimento de máquinas industriais de alta velocidade e de 
alta segurança» tais como turbinas a gás e a vapor, motores de 
combustão interna, compressores centrífugos e alternativos, 
turbogeradores e turbomáquinas em geral. Na operação dessas 
máquinas, os rotores estSo sujeitos às vibraçBes de torçSo e de 
flexão e, em alguns casos, operam em condiçSes instáveis. Tais 
rotores são construídos com extrema flexibilidade, o que torna o 
estudo de seu comportamento dinâmico uma fase essencial do 
projeto.
Um rotor consiste de um eixo, onde podem estar acoplados 
discos, engrenagens e outros componentes ou um rotor de motor
V -
elétrico ou de gerador, que está apoiado em mancais sobre uma 
estrutura de suporte. O comportamento dinâmico de um rotor é 
afetado pelas características dinâmicas do sistema - rotor,mancai 
e fundação - e por fatores externos. As principais fontes de 
excitação são as forças eletromagnéticas» aerodinâmicas e 
mecânicas.
As principais áreas de estudos em Dinâmica de Rotores são o 
desbalanceamento, a estabilidade e a dinâmica torcional Cll. A 
bibliografia existente sobre o tema é vasta e continua recebendo
contribuiç8es de um grande número de técnicos e pesquisadores 
envolvidos com o problema de dinâmica de rotores.
Este trabalho se concentra em rotores de turbogeradores de 
dois pólos» que p°ssuem diferentes valores de rigidez em seus 
dois planos ortogonais de deflexão devido à abertura de fendas 
axiais sobre sua superfície,as quais sSo preenchidas com 
condutores, material isolante e cunhas. Analisam-se alguns 
aspectos do comportamento dinâmico de rotores relacionados com a 
estabilidade e o desbalanceamento. Para tanto, utilizam-se as 
ferramentas de análise dos métodos numéricos, da análise de 
sensibilidade de parâmetros e dos processos de balanceamento de
rotores flexíveis.
Rélatam-se alguns trabalhos importantes relacionados com a 
estabilidade e o desbal anceamento de rotores flexíveis em geral. 
Os trabalhos mais antigos se preocupam com a determinaçSo e a 
compreensão das variáveis envolvidas no problema e com o 
desenvolvimento de modelos anal i ti cos que retratem os fenômenos 
da dinâmica de rotores. Com o advento dos computadores, 
desenvolveram-se ferramentas de análise poderosas que permitiram 
ampliar a complexidade do problema.
As referências sSo divididas em três itens - estabilidade» 
balanceamento e métodos numéricos - para facilitar a exposiçSo 
dos temas envolvidos no trabalho. Existem diversos livros que 
abordam o problema globalmente e existem publicaçSes que se 
concentram em determinados aspectos.
O  último item deste capitulo discorre sobre o escopo do 
trabalho e os aspectos do comportamento dinâmico de rotores 
flexíveis que sSo estudados através do método de elementos 
finitos.
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31 .2 . LEVANTAMENTO BIBLIOGRÁFICO
1.2.1. ESTABILIDADE
Os eixos de rotores de turbomáquinas» geralmente, estXo 
apoiados em mancais de deslizamento, que sSo nSo conservativos 
por natureza e cujas propriedades dinâmicas sSo de difícil 
determinaçSo. A configuraçSo geométrica do mancai e as 
propriedades do lubrificante tém grande influência sobre o 
comportamento dinâmico do sistema. A instabilidade induzida pela 
açSo hidrodinâmica do filme lubrificante tem sido um dos grandes 
problemas em turbomáquinas. Esta instabilidade é uma vibraçSo 
auto-excitada resultante das forças do filme lubrificante do 
mancai. Outro fator importante, que influencia a estabilidade de 
rotores flexíveis, é o amortecimento interno do eixo e de seus 
componentes conectados. Uma anâl1s© mals elabor ada da 
estabilidade requer a inclusSo de nSo linearidades no sistema.
Primeiramente, apresentam-se alguns trabalhos relacionados 
com a estabilidade de rotores flexíveis simétricos devido às 
vibraçSes de flexSo. Relatam-se os trabalhos que abordam a 
estabilidade devido à açSo hidrodinâmica do filme lubrificante e 
os efeitos do amortecimento interno sobre a estabilidade. Os 
movimentos orbitais estacionários de um rotor simétrico apoiado 
em mancais hidrodinâmicos estSo sincronizados com a velocidade de 
rotaçSo e descrevem órbitas elípticas.
Newkirk e Lewis 121 apresentaram uma investigaçSo sobre as 
condiçSes de operaçSo estável de rotores simétricos apoiados em 
mancais hidrodinâmicos, através de testes experimentais efetuados
com lubriTicantes de várias viscosidades. Constatou-se que podem 
ocorrer perturbaçSes no rotor quando se ultrapassa uma 
determinada velocidade de rotaçSo. Já Parszewski e Cameron £3] 
constataram um outro tipo de vibração instável» devido à açSo do 
filme lubrificante nos mancais» que ocorre normalmente quando a 
frequência de excitação ó levemente inferior à metade da 
velocidade rotacional.
Sternlicht [43 apresentou os vários fenômenos dinâmicos em 
rotores simétricos sobre mancais hidrodin&micos, abrangendo os 
resultados das referências anteriores. Constataram-se os 
seguintes casos de instabilidades auto-excitadas : aD Vibração de 
meia frequência C Wal/-Fr«9uency W?iirl5, que ocorre quando se 
atinge um valor critico de velocidade, com o eixo vibrando em uma 
frequência aproximadamente igual & metade da velocidade de 
rotação; bD Vibração de fração de frequência
C Fr-CLC t iorval —Fr&qxi&ncy Wtiir-iD, que é um caso especial de 
instabilidade geralmente associado com mancais
hibridosChidrodinámicos e hidrostáticos^, ocorre quando se atinge 
uma determinada velocidade, com o eixo vibrando em uma frequência 
igual a uma fração da rotação; cDRessonância do filme de óleo 
C R e so n an t  W h i p ), que ocorre em velocidades iguais ou superiores a 
duas vezes a primeira velocidade critica, com frequência de 
excitação aproximadamente igual à primeira frequência natural. 
Nos três casos, o movimento do eixo está no mesmo sentido da 
rotação.
Foi apresentada por Lund [53 uma análise teórica da 
estabilidade de rotores simétricos apoiados em mancais 
lubrificados a gás, com a finalidade de determinar a velocidade 
inicial da instabilidade.-Os cásós-de i nstabi 1 i d a d e s d e V i  br ação
do meia frequência C Ha.lf-Fr&efu&rucy W h ir 13 e de Ressonância do 
filme de óleo C O il  W hipD foram constatados, teoricamente e 
experimentalmente» por Ono e Tamura (61.
Uma ampla investigação sobre os problemas dinâmicos em 
rotores de turbomáquinas foi mostrada p»or Sternlicht e Lewis 171. 
Foram abordados os problemas de estabilidade e balanceamento de 
rotores simétricos em mancais hi drodi nâmi cos. Mostrou—se que» 
para se manter o balanço no escoamento dos mancais» um eixo, 
levemente carregado» tenta vibrar em uma frequência 
aproximadamente igual â metade da rotaçSo. Quando o balanço é 
satisfeito» nenhuma pressão ó desenvolvida no filme e o mancai 
p>erde sua capacidade de sustentação. Para mancais com 
carregamento elevado, a explicação anterior não é válida» » a 
instabilidade é vista como a p»erda da capacidade de amortecimento 
dos mancais. Uma explicação consistente sobre este tipo de 
instabilidade foi apresentada por Rao 183.
O  estudo das propriedades dinâmicas de um mancai requer a 
solução da equação de Reynolds para determinar as forças geradas 
pelo filme lubrificante sobre o eixo. Tolle e Muster [OI 
apresentaram uma solução da equação de Reynolds assumindo o filme 
contínuo e com viscosidade constante.
Foi proposto por Lund CIO! um procedimento numérico para 
determinar o valor da velocidade inicial da instabilidade 
C T h r e s h o ld Speed o f  In s ta J b t lity i e as velocidades criticas de 
rotores simétricos» considerando o amortecimento interno 
histerético e viscoso do eixo. Concluiu-se que o amortecimento 
interno histerético» que é independente da frequência» tem efeito 
desestabi1 izador sobre a vibração do rotor em todas as 
velocidades, enquanto o amortecimento interno viscoso» que é
d e p e n d e n t e  da frequência, possui efeito desestabi1 izador a partir 
do uma determinada velocidade. Estas conclusSes sobre os efeitos 
do amortecimento interno na estabilidade de rotores concordaram 
com os estudos anteriormente apresentados por Dimentberg Clll.
Vance e Lee [12] estudaram a influência do amortecimento 
interno sobre a estabilidade de rotores ortotrópicos apoiados em 
fundaçSo rigida e determinaram a velocidade inicial da
i nstabi 1 i dadoC Thjr&sfxolcí SpoccL ©/ I n s t a b i l i para a vibraçSo
orbital nSo sincrona induzida pelo amortecimento interno. 
Constatou-se que a velocidade inicial da instabilidade induzida
I
pelo amortecimento interno depende da relaçSo entre os 
amortecimentos interno e externo. Para velocidades de rótaçSo O 
superiores a to Cl +«✓'/£>, o rotor passa a operar na faixa de 
instabilidade induzida pelo amortecimento interno, sendo que ê 
a frequência natural amortecida do sistema e ot e ft representam o 
amortoeimonto externo e interno» respectivamente. Também foi 
observado que a anisotropia elástica dos mancais tende a aumentar 
a velocidade inicial da instabilidade e que a ortotropia elástica 
do eixo tem um efeito insignificante sobre a vibraçSo induzida 
pelo amortecimonto interno.
Smith 113] apresentou uma revisSo geral dos vários aspectos 
das vibraçSes de flexSo de rotores flexíveis apoiados em mancais 
hidrodinámicos. Foram investigados os problemas de vibraçSo 
forçada — excitaçSo do desbalanceamento e do desalinhamento do 
eixo — e os problemas de vibraçSo auto—excitada — 1 nstabi1idades 
do filme lubrificante, do atrito interno e da assimetria elástica 
do eixo, excitaçSo no escoamento pelo fluido de trabalho e 
interaçSo entre os modos de vibraçSo torcional e flexionai — .
Saindo do lema da instabilidade devido à açSo hidrodinâmica 
do lubrificante e ao atrito interno, cita-se o importante 
trabalho de Eshleman e Eubanks [143, que descreveu a influência 
do torque axial» do cisalhamento, da inércia rotatória e dos 
efeitos giroscópicos sobre a vi bração de flexSo de eixos 
simétricos. Quando se consideraram o cisalhamento» a inércia 
rotatória e os efeitos giroscópicos, as velocidades críticas do 
eixo foram menores do que as de um eixo sem esses efeitos. 
Mostrou-se também que o torque axial só possui efeitos 
consideráveis para grandes coeficientes de esbeltez do eixo.
Agora, a p r e s e n t a m - s e  as referências que abordam os problemas 
dinâmicos característicos de rotores flexiveis assimétricos. Em 
rotores com eixo horizontal, a assimetria elástica, em 
consequência da gravidade, gera vibraçSes de flexSo com 
frequência igual ao dobro da rotaçSo; por conseguinte, 
velocidades críticas adicionais surgem no problema. Os movimentos 
orbitais estacionários do rotor assimétrico podem estar 
sincronizados com a velocidade de rotaçSo, ou entSo, devido à 
assimetria elástica do eixo, podem ter frequência dobrada por 
revoluçSo. As vibraçSes dobradas por rotaçSo podem ser da mesma 
ordem de grandeza das vibraçSes síncronas devido ao 
desbalanceamento.
A assimetria elástica do sistema rotor-mancai pode causar 
instabilidades paramétricas no rotor. A instabilidade paramétrica 
da assimetria elástica e a instabilidade da açSío hidrodinâmica do 
filme lubrificante existem separadamente. Para se estudar a 
instabilidade p>aramétrica, faz-se necessário analisar as equaçSes 
diferenciais com coeficientes periódicos que descrevem o 
movimento de rotores assimétricos.
Descrevem-se alguns trabalhos relacionados com o 
comportamento dinâmico d® rotores assimátricos devido âs 
vibraçSes de flexão. Inicialmente, relatam-se os trabalhos que 
analisam as características da vibração dobrada por revoluçSo o , 
posteriormente, são apresentados os trabalhos que tratam do 
problema de instabilidade paramétrica.
Taylor £153 constatou as vibraçSes dobradas por rotação e a 
existência de uma faixa de operação instável, entre as duas 
velocidades criticas dos dois planos ortogonais de deflexão, para 
eixos horizontais * assimétricos. Kellenberger 116,17} e 
Kellenberger e Rihak £181 analisaram as equaçSes diferenciais de 
rotores assimétricos e a influência da gravidade e do 
desbalanceamento sobre as vibraçSes de flexão. Dimentberg £113 
também apresentou alguns estudos sobre rotores assimétricos. Rao 
£83, além da vibração dobrada por rotação, tratou do problema de 
instabilidade paramétrica. Com a pr«ocupaçSo de determinar a 
distribuição de assimetria elástica de eixos assimétricos, foi 
proposto um método de estimativa da assimetria de rigidez á 
flexão, através de comportamentos dinâmicos devido à assimetria, 
por Matsukura et alii £193.
Passando-se para o tema da instabilidade paramétrica, Foote, 
Poritsky e SIade £203 apresentaram um dos primeiros trabalhos 
desenvolvidos sobre a estabilidade de rotores flexíveis 
assimétricos apoiados em mancais assimétricos. Constatou—se que a 
assimetria elástica origina uma faixa instável de velocidades 
próxima á velocidade critica, cuja largura depende da ordem de 
grandeza da assimetria. Mostrou-se que, para pequena assimetria 
do eixo, a faixa instável se divide em três partes, as quais se 
expandem e se unem para grande assimetria.
Outra r el evanie contribuição para a compreensão da 
instabilidade paramétrica foi fornecida por Brosens e Crandai1 
[ 21 ] . Apresentou-se um estudo do movimento de rotores 
assimétricos rigidos sobre mancais assimétricos e constatou-se 
que alguns rotores eram dinamicamente instáveis a partir de uma 
certa velocidade. Também foi constatado que alguns desses rotores 
poderiam retornar à condiçSo de estabilidade dependendo das 
magnitudes do acoplamento giroscópico e da desigualdade de 
inércia. Estudou-se o efeito da assimetria dos mancais sobre a 
estabilidade e concluiu-se que, para pequena assimetria, este 
efeito é de segunda ordem, mas se a assimetria aumenta, novas 
regiSes de instabilidade podem surgir.
Estudos das vibraçSes parametricamente excitadas de rotores 
flexíveis assimétricos apoiados em mancais assimétricos nSo 
amortecidos foram apresentados por Black e McTernan [223. 
Constatou—se que as assimetrias de inércia e de flexibilidade do 
eixo e de rigidez dos mancais podem causar vibraçSes instáveis em 
zonas próximas às velocidades críticas e próximas às fraçSes de 
somas ou diferenças dos pares de frequências naturais. Estas 
regiSes instáveis tornam-se mais largas a medida que a frequência 
aumenta. Mostrou-se que as condiçSes para a ressonância 
paramétrica, com pequena assimetria, sSo:
to = <oy ; <•> S <o* e w = gC<oy±<azD 
sendo que &>y e sSo as frequências naturais do eixo nos dois 
planos ortogonais de deflexão. Se as frequências naturais estão 
bem próximas, as três zonas instáveis se unem. Quando se tem uma 
pequena assimetria do eixo, ou seja, as frequências naturais 
estSo levemente separadas, as regiSes são distintas. 
Constataram-se também as instabi1idades paramétricas
mui ti-harmônicas, que ocorrem por exemplo em to = ^6>y±o)z3, mas 
quo sSo muito Traças para pequena assimetria.
Gladwell e Stammers [233 desenvolveram uma análise de 
porturbaç3o nas equaçSes lineares com coeTicientes periódicos de 
rotores assimétricos para descrever as instabilidades 
paramétricas. Este trabalho se constituiu numa importante 
contribuição para a teoria de estabilidade de rotores 
assimétr i cos.
Uma revisão geral sobre a estabilidade, que engloba os 
trabalhos anteriores [20,21,22,233, Toi apresentada por Peters e 
Zvolanek [243. Constataram-se os vários tipos de instabilidades 
paramétricas de rotores assimétricos apoiados em mancais 
assimétricos, que ocorrem quando & frequência natural é um 
múltiplo par da velocidade rotacional, quando a soma ou diferença 
de duas frequências naturais se iguala a um múltiplo inteiro par 
da velocidade, e quando a soma ou diferença é igual a um múltiplo 
inteiro impar da rotaçSo, sendo que este último caso denomina-se 
de instabilidade sub-harmônica.
Iwatsubo, Tsujiuchi e Inoue [253 analisaram as vibraçSes 
livres e forçadas de rotores flexíveis assimétricos. 
Apresentaram-se os três casos significativos de instabilidades 
paramátricas. As soluçSes das oqu&çSes tornaram-se instáveis para 
os três casos seguintes:
C1D Ressonância principal C P r i n c ip a l  R e so n a n c e 3 :
O  ftl Ct= 1 , 3 , 5 , . . .  D
C2D Ressonância da combinação do tipo soma :
C Sxm. Type Combinai ion Resonaruce 3 
C2 s  gCOl+Op Cl.j» 1 , 3 , 5 , .  . . ;U*p
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C3D Rassonância da combinação do tipo diforença :
C D iff& r & rv c e  T yp& Com biruxtion Resoruxrvc& 3
O = jjCÍJl-Op Cl, j= 1 .3,5» . . . ;U*p 
os índices das frequências naturais i.,j e l assumem valores 
inteiros impares para que uma dada frequência seja completamente 
separada da outra, pois os autovalores ocorrem em pares 
conjugados complexos.
1.2.2. BALANCEAMENTO
A principal fonte de excitação das vibraçSss em rotores ê o 
desbalanceamento, que é devido a propriedades não-homogêneas do 
material, processos de fabricação, rasgos de chavetas, ranhuras, 
etc. O comportamento do rotor, com uma determinada distribuição 
de desbalanceamento, depende de suas condiçSes de operação. Se a 
velocidade de regime <o é suficientemente inferior à primeira 
velocidade crítica ou, o> < g <oi, o rotor ê considerado rígido. Se 
a velocidade de regime for superior a tal valor, « > <*», o 
rotor é considerado flexível. Para cada condição, adotam-se 
diferentes metodologias de balanceamento. Duas técnicas são 
empregadas no balanceamento de rotores flexíveis: o método dos 
coeficientes de influência e o balanceamento modal. Uma terceira 
técnica, baseada em um método híbrido que combina algumas 
características das duas técnicas citadas, também tem sido 
utilizada.
Primeiramente, são relatadas as referências que tratam do 
método dos coeficientes de influência e do balanceamento modal. 
Um dos primeiros trabalhos desenvolvidos, utilizando o processo 
de mínimos quadrados para a minimização das vibraçSes residuais.
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sobre o balanceamento via coeficientes de influência foi 
a p r o s a n t a d o  por Goodman [261. Diversos trabalhos £27,23,20,30,311 
foram elaborados com o objetivo de aprimorar o procedimento 
matemático proposto em £263. Lindley e Bishop £323 apresentaram 
uma abordagem teórica para o balanceamento modal. Um 
aprimoramento no balanceamento modal foi proposto por Lund £333.
Citam-se, agora, as referências que tratam dos métodos 
híbridos de balanceamento e as que descrevem e comentam os 
métodos de balanceamento de rotores flexíveis e rígidos. 
Drechsler £343 e Darlow, Smalley e Parkinson £353 desenvolveram 
métodos híbridos de balanceamento, que procuram combinar as 
vantagens das duas técnicas. Foram apresentadas as principais 
vantagens e desvantagens do método dos coeficientes de influência 
e do balanceamento modal em £353. Giers £363 forneceu algumas 
noçSes das limitaçSes e levantou os problemas práticos das duas 
técnicas distintas de balanceamento. Com a finalidade de 
facilitar o balanceamento, Rao £83 elaborou uma classificação dos 
diversos tipos de rotores e descreveu as técnicas de 
balanceamento de rotores rígidos e as duas técnicas de rotores 
flexíveis. Diana £373 apresentou as técnicas empregadas piara 
balanceamento rígido e as três técnicas de balanceamento 
f 1 exí vel.
Algumas observaçSes e conclusSes podem ser feitas 
considerando-se as referências citadas sobre o balanceamento de 
rotores flexíveis. O método dos coeficientes de influência 
considera o sistema como um bloco fechado e assume uma relação 
linear entre o desbalanceamento e a resposta desbalanceada. NSo 
há preocupaçSo com o modelo físico que descreve o sistema. Já o 
balanceamento modal está baseado em aspectos físicos do sistema.-
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Um requisito importante para o balanceamento modal são as 
condiçSes de ortogonal idade dos modos de vibração, ou seja» o 
método pressupSe modos desacoplados. Mas as respostas do rotor 
nas velocidades críticas contém contribuiçSes de mais de um modo 
de vibraçSo» devido ao acoplamento dos modos» que é consequência 
da anisotropia e do amortecimento dos mancais. Pode—se concluir 
que o método dos coeficientes de influência não necessita de um 
modelo analítico na descrição do sistema» ou seja» pode ser usado 
através de exaustivos procedimentos experimentais.
Um adendo e s p e c i a l  é feito para o caso de alguns rotores, 
tais como os rotores de separadores» centr i fugadores e 
esmerilhadores» cuja operação normal acarreta variação no 
desbal anceamento» e que necessitam de um processo de 
balanceamento automático. Gusarov e Shatalov 1383 classificaram 
os métodos de balanceamento automático, onde a correçSo de massas 
é efetuada com a máquina em funcionamento, e descreveram alguns 
procedimentos utilizados na prática.
1.g. 3. MÉTODOS NUM6RICOS
Procedimentos numéricos e técnicas de computação foram 
desenvolvidos para permitir uma análise pormenorizada dos 
problemas em dinâmica de rotores. O projeto mecânico de rotores 
flexíveis tem recebido grande contribuição dos métodos 
computacionais. São citadas as referências relacionadas com os 
procedimentos utilizados na modelagem de rotores flexíveis, com 
os métodos de solução de problemas de autovalor e com a análise 
de sensibilidade do sistema em relação a suas propriedades.
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A análise das vibraçSas livres & forçadas se situa no estudo 
do comportamento dinâmico de sistemas mecânicos. As equaçSes das 
vibraçSes livres conduzem a problemas de autovalor. A soluçSo do 
problema de autovalor contém importantes informaçSes das 
características dinâmicas do sistema, tais como as velocidades 
críticas e os modos de vibraçSo. Cada tipo d© sistema dinâmico, 
giroscópico ou nSo, amortecido ou não, possui determinadas 
características que definem as particularidades do problema de 
autovalor. Sistemas nSo giroscópicos e nSo amortecidos possuem 
autovalores e autovetores reais, enquanto os sistemas 
giroscópicos nSo amortecidos têm autovalores imaginários puros. 
Se o amortecimento está presente no sistema, os autovalores 
tor nam-se complexos.
SSo relatadas algumas referências que descrevem os métodos 
de soluçSo dos problemas de autovalor. Meirovitch £393 propôs um 
método de soluçSo do problema de autovalor, reduzido a uma forma 
padronizada, de sistemas giroscópicos. Gupta £403 apresentou um 
algoritmo para sistemas amortecidos, que está baseado em uma 
técnica combinada da sequência de Sturm e da iteraçSo inversa. 
Meirovitch £413 desenvolveu uma teoria de perturbaçSo de segunda 
ordem para analisar os sistemas giroscópicos levemente 
amortecidos. Em um trabalho mais completo, Meirovitch £423 
apresentou vários algoritmos para a soluçSo dos problemas de 
autovalor, ressaltando que todos requerem a soluçSo de sistemas 
de equaçSes algébricas, sendo que somente alguns resolvem o 
problema completo, enquanto outros produzem somente os 
autovalores, e ainda outros produzem os autovetores associados 
com os autovalores. Foram classificados, por Bathe £433, os 
métodos de soluçSo dos problemas de autovalor em quatro grupos:
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IDMétodos de Iteração de vetores; 2DMétodos de Transformação; 
3)Tócnicas de Iteração polinomial; 4}Mótodos baseados nas 
propriedades da sequência de Sturm. Cada grupo possui uma 
propriedade básica que é usada como base do algoritmo de solução.
O método dos elementos finitos e o método das matrizes de 
transferência são» atualmente, dois procedimentos numéricos 
bastante difundidos na modelagem de rotores flexíveis. Kikuchi 
£443 apresentou uma formulação de matrizes de transferência para 
determinar a resposta desbalanceada de rotores flexíveis. Bansal 
e Kirk £45] e Gu £46] apresentaram alguns desenvolvimentos na 
formulação via matrizes de transferência. Um procedimento 
alternativo foi proposto por Chi1ds £47], que está baseado em uma 
formulação modal, para análise de rotores flexíveis assimétricos.
Um dos primeiros trabalhos desenvolvidos utilizando uma 
formulação de elementos finitos para rotores flexíveis foi 
apresentado por Ruhl e Booker £461. O elemento finito utilizado 
está baseado na teoria de vigas de Euler-Bernoulli. Diana et alii 
£40] se preocuparam em analisar a estabilidade de rotores 
flexíveis considerando na modelagem de elementos finitos os 
mancais hidrodinámicos e a estrutura elástica do suporte. Foi 
apresentada por Di marogonas £50] uma formulação utilizando os 
elementos finitos de viga de Rayleigh, que considerou o 
amortecimento interno histerético e viscoso. Com o objetivo de 
analisar a estabilidade e a resposta a um desbalanceamento 
distribuído, Gasch £51] desenvolveu uma das modelagens mais 
completas de rotores flexíveis simétricos, utilizando os 
elementos finitos de viga de Euler-Bernoulli, que considerou o 
amortecimento interno e externo, as forças reativas, os efeitos 
aerodinâmicos e magnéticos, as forças giroscópicas e a fundação.
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Nelson e McVaugh C52] utilizaram os elementos finitos de viga de 
Rayleigh na modelagem de rotores flexíveis.
Zorzi e Nelson 153] estudaram a estabilidade de rotores 
flexíveis simétricos, considerando os efeitos do amor teci manto 
interno viscoso e histerético do eixo, utilizando o mesmo 
elemento finito de viga de Rayleigh da referência [52]. 
Confirmaram que o amortecimento interno viscoso não estimula a 
instabilidade até que a primeira velocidade critica do rotor seja 
atingida, enquanto que o amortecimento interno histerético tem 
efeito desestabi1izador em todas as velocidades. Demonstraram, 
também, o efeito estabilizador das características de anisotropia 
elástica e de amortecimento dos mancais sobre o movimento do 
rotor. A anisotropia elástica ou o amortecimento viscoso dos 
mancais pode aumentar a velocidade inicial da instabilidade 
C Thjresfxolei Spe>&d o f  I n s t a b i l i t y }.
Rouch e Kao [54] apresentaram uma formulação de rotores, 
baseada na teoria de vigas de Timoshenko, utilizando as técnicas 
de redução das matrizes na análise. Nelson C55] desenvolveu uma 
formulação para elemento finito de rotor» também baseada na 
teoria de vigas de Timoshenko, que representou um importante 
desenvolvimento na modelagem através de elementos finitos de 
rotores flexíveis. Childs e Gravi ss [56] apresentaram uma 
formulação alternativa á fornecida por [55] para a solução das 
equaçSes do movimento de rotores. Utilizando a formulação 
proposta em [55], Õzgüven e Õzkan [57] incluíram o amortecimento 
interno viscoso e histerético no modelo para analisar a 
estabilidade e a resposta ao desbalanceamento distribuído de 
rotores flexíveis simétricos. Observou-se que o amortecimento 
interno não - afeta ~ a r e s p o s t a do rotor • :gerada • pelo
desbalancearaento distribuído para mancais isotrópicos, mas a 
altera inteiramente se os mancais são ortotrópicos. Se os mancais 
são isotrópicos, as forças centrífugas devido ao desbalancearaento 
fazem o eixo vibrar em órbita circular, isto é, o modo deformado 
do rotor permanece inalterado durante o movimento, e, 
consequentemente, o amortecimento interno' não afeta a amplitude 
da resposta desbalanceada. Se os mancais são ortotrópicos, a 
órbita de vi braçSo do eixo á elíptica, o que induz o eixo a 
vibrar transversalmente, isto ó, o raio de curvatura do eixo 
varia durante a vibração, e, consequentemente, o amortecimento 
interno do eixo representa um importante papel na determinação da 
resposta desbalanceada.
Todas as referências aqui relatadas sobre o método de 
elementos finitos apresentaram uma formulação para o problema 
dinâmico de rotores flexíveis simétricos. Já Diana 1373 
apresentou um estudo completo do comportamento dinâmico de 
rotores flexíveis assimétricos» modelados por elementos finitos 
de viga de Rayleigh, que aborda os diversos problemas de 
estabilidade, balanceamento e de dinâmica torcional.
Algumas propriedades físicas fundamentais de sistemas 
linearizados de rotores foram apresentadas por Adams e Padovan 
C 583. Os modelos linearizados clássicos de rotores utilizam oito 
coeficientes de rigidez e amortecimento nas matrizes dos 
elementos de mancai. As propriedades não simétricas dos termos 
giroscópicos causam a bifurcação no espectro de frequência. 
Geralmente, as não simetrias do sistema rotor-mancai surgem dos 
termos giroscópicos e dos mancais.
Durante o projeto de um rotor, frequentemente é requerido 
alterar alguns parâmetros estruturais para se atingir as
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caractarísiicas di nàmicas d®soj adas do sistema. Para tanto, uma 
análise dos efeitos sobre as propriedades dinâmicas da estrutura 
provocados por uma mudança estrutural é de grande importância. 
Encerrando o levantamento bibliográfico, relatam-se alguns 
trabalhos concernentes com a análise de sensibilidade.
Plaut e Huseyin £591 obtiveram as expressSes das taxas de 
variação dos autovalores e autovetor es em relação a parâmetros do 
sistema, que são ferramentas importantes na análise de 
sensibilidade. Dono &  Hughes 160] analisaram o efeito de uma 
mudança estrutural sobre a resposta do sistema, em rotores de 
helicópteros, através de uma formulação de matriz de receptância. 
Um importante trabalho desenvolvido em análise de sensibilidade 
foi apresentado por Lund 1611. Utilizou-se uma técnica de 
perturbação de primeira ordem na formulação de matrizes de 
transferência do sistema. Palazzolo, Wang e Pilkey £621 
apresentaram um método para & reanálise de autovalores de modelos 
«de rotores modificados, utilizando o método generalizado da 
receptância. Calcularam-se as frequências naturais de rotores 
modelados por elementos finitos. Foram apresentados pxsr Rajan, 
Nelson e Chen E63] os coeficientes de sensibilidade dos 
autovalores para rotores flexíveis simétricos modelados p°r 
elementos finitos. As características dinâmicas de rotores 
flexíveis de maior interesse são as frequências naturais, as 
velocidades críticas e a resposta estacionária ao 
desbalanceamento. Apresentou—se também em £63] um método para 
calcular as velocidades criticas utilizando os coeficientes de 
sensibilidade do autovalor.
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1.3. ESCOPO DO TRABALHO
S3o descritos nesta trabalho alguns aspectos do 
comportamento dinâmico de rotores flexíveis assimétricos. Os 
estudos são desenvolvidos sobre alguns tópicos da estabilidade e 
do balanceamento. O estudo da estabilidade se restringe â 
determinação das velocidades críticas. A análise das 
instabílidades induzidas pelo filme lubrificante dos mancais ou 
pela assimetria elástica do sistema nSo é realizada. No estudo do 
balanceamento, considera-se uma distribuição de excentricidades 
ao longo do rotor para determinar a resposta desbalanceada. 
Efetua-se a análise de sensibilidade da resposta ao 
desbalanceamento com o intuito de auxiliar a seleção de 
parâmetros no processo de balanceamento.
O método de elementos finitos é utilizado para descrever os 
aspectos desejados do comportamento dinâmico de rotores de 
turbogeradores. O rotor flexível assimétrico analisado consiste 
em elementos de viga, com distribuição de massa, rigidez e 
excentricidade, e em mancais elásticos discretos. O modelo 
utiliza os elementos finitos baseados na teoria de vigas de 
Timoshenko e permite analisar os problemas de flexão e torção, 
que são desaçoplados. Os efeitos giroscópicos, os termos 
inerciais da teoria de vigas de Rayleigh e o cisalhamento estão 
incluídos na formulação. Nesta primeira etapa de desenvolvimento 
do trabalho, os mancais são considerados simétricos e não 
amor t®cidos.
Analisam-se somente as vibraçSes de flexão. Determinam-se as 
frequências naturais, as velocidades criticas síncronas e 
dobradas por rotação e a resposta a um desbalanceamento
distribuído da rotores flexíveis assimétricos apoiados em mancais 
simétricos. Verificam-se os pontos críticos de sensibilidade à 
vari ação de massa da estrutura, através de uma análise de 
sensibilidade da resposta desbalanceada, visando a seleçSo dos 
planos de balanceamento. Selecionados os planos de balanceamento, 




FORMULAÇXO ATRAVÉS DE ELEMENTOS FINITOS DE ROTORES
FLEXÍVEIS ASSIMÊTRICOS
2.1. INTROPÜÇgQ
D a s a n v o l v a - s a  n s s i o  capitulo a formulaçSo do «lemenios 
finitos para rotores flexíveis assimétricos utilizada no trabalho. 
O  rotor é modelado por elementos finitos de viga de Timoshenko e 
por elementos elásticos discretos de mancais. Este modelo se 
presta muito bem para representar o problema de interesse, que sSo 
os rotores de turbogeradores de dois pólos. NSo sSo consideradas 
na formulaçSo as diferentes formas de amortecimento interno e 
externo.
SSo descritos neste capitulo os sistemas de referência, as 
funçSes de interpolaçSo e as equaçSes do movimento de um elemento 
finito do rotor assimétrico. As simplificaçSes o as consideraçSes 
efetuadas na formulaçSo sSo também citadas. Faz-se uma breve 
explanaçSo sobre algumas características peculiares de rotores d© 
turboalternadores de dois pólos.
2 . 2. CARACTERÍSTICAS DE UM ROTOR ASSIMÉTRICO
Dentre os diferentes tipos de rotores flexíveis assimétricos, 
sSo estudados os rotores de turboalternadores de dois pólos, que 
possuem diferentes valores de rigidez em seus dois planos
ortogonais do doflexSo. Esta assimetria gora vi br açSes dobradas 
p>or rotaçSo» o que resulta em velocidades criticas adicionais. 
Para contrabalançar as vibraçSes dobradas por rotaçSo, o projeto 
de um rotor é concebido para compensar os dois valores de rigidez 
à. flexSo usando» por exemplo» Tendas transversais nas zonas dos 
pólos. As seçSes transversais reais de um rotor de turboalternador 
de dois pólos possuem geometria bem complexa Cvor Figura 2.13» o 
que dificulta sobremaneira a determinação dos coeficientes de 
cisalhamanto do eixo.
Figura 2.1 - SeçSo transversal típica de um rotor de 
turboalternador de dois pólos.
A dotorminaçSo dos coeficientes do cisalharoento em rotores de 
turbogeradores de dois pólos é feita através de um procedimento 
analitico-experimental de identificação do parâmetros, onde o 
conhecimento das propriedades geométricas e constitutivas do rotor 
é condição fundamental. Além do acesso a dados construtivos» é 
necessário o desenvolvimento de um modelo analítico especifico 
para-estudar os efeitos dò cisalhámento transversal em rotores. Os
elementos finitos sólidos tridimensionais têm sido empregados na 
modol agam da rotores do turbogaradores do dois pólos para a 
obtançSo dos parâmetros associados com o cisalhamento.
Outra grando pr aocupaçSo duranto a faso do projeto é criar 
meios de se efetuar o balanceamento do rotor em operação. Para 
tanto, ao redor do cada fenda transversal, são colocados quatro 
parafusos grandes, que podem ser deslocados radialmente através da 
suporfício do rotor. Desta maneira, a operação do balanceamento do 
rotor é efetuada através da modificação das posiçSes radiais dos 
parafusos, procurando compensar as forças centrífugas geradas pelo 
desbalanceamento.
Concluindo a apresentação de características do um rotor do 
turboalternador de dois pólos, cita-se que no projeto de um rotor 
a. assimetria elástica oquivalonto das soçSos transversais do eixo 
ó de pequena ordem de grandeza.
2. 3. SISTEMAS DE COORDENADAS E FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO
O rotor flexível assimétrico analisado consiste em elementos 
de viga, com distribuição de massa, rigidez e excentricidade, e em 
mancais elásticos discretos. Na descrição do comportamento 
dinâmico do rotor são utilizados dois sistemas de coordenadas, 
como pode ser visto na Figura 2.2. O sistema de referência XYZ 
está fixo no espaço, enquanto o sistema do referência xyz ó 
rotativo, sendo que os eixos X e x são colineares e coincidentes 
com a linha quo passa poios centros do equilíbrio dos mancais. A 




Figura 2.2— Sistemas de Coordenadas do Elemento Finito de Rotor
O  el emento f i ni to de r otor com compr i mento í possui dez gr aus 
de liberdade, ou seja., duas transiaçSes CV e VD e três rotaçSes 
C/3,r e ÔD por nó. Estes graus de liberdade estSo associados com os 
problemas de f1exSo e torçSo, sendo que o grau de liberdade 
torcional é considerado desacoplado dos graus de liberdade de 
flexSo. Uma seçSo qualquer do elemento, localizada a uma distância 
s da extremidade inicial CFigura 2.23, translada e gira durante o 
movimento do rotor. A hipótese de pequenas deformaçSes se aplica 
ao modelo e, consequentemente, os vetores rotaçSo C /?, FD são 
aproximadamente colineares com os eixos CY,Z>, respectivamente.
Os deslocamentos lineares CV.VD do centro de uma seção 
transversal qualquer incluem as contribuiçSes de flexão CVf.WfD e 
de cisalharnento CVc,WcD. Utilizam-se funçSes de . interpolação 
clássicas para vigas de Timoshenko na flexão CApândice AD.Para a 
torçSo foram escolhidas funçSes de interpolação lineares CApêndice 
AD. A translação e a rotação d© uma seção qualquer do elemento são 
aproximadas pelas seguintes relaçSes:
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/VCS,° 1  f ** ° 0 0  ** ° ° ° ^  1/ q C o l  =
\wCs.Oj [ o  O O O y/* O -y* O J\ J
[ KsS] { V 0 } C2.1D
73Csí O ' |  r o  O  4>\ 0  0 - ^ 0  ^  o i r
rcs.oj [ 4* o o  o  4%  <pya 0 0 0  ^Jt * 1
£ WCs>J ^ q ^ c o j  C2. 23
|  e c s .o  j  = ^ 0 0  0 0 0 0  Yiz O o ]{  q ^ c o j  =
£ ECsdJ ^  C2. 33
onde <qJ>T = < <*s ^  %  %  %  <110>
e as funçSes de interpolação e N^, i=l,2»3»4 e j-1,2,
representam os modos de deslocamentos estáticos, sendo que cada
uma das funçSos ost-ái associada com o daslocamanio unitário da uma. 
das coordenadas, com todas as outras coordenadas com deslocamento 
restringido a zero. [ D3 , [ W3 e [E3 representam as matrizes das 
funçòes de interpolação de deslocamentos lineares, deslocamentos 
angulares e de torção, respectivamente.
Como o procedimento de identificação de parâmetros associados 
com o cisaihamento do rotor não se encontra entre os objetivos do 
trabalho, para se considerarem os efeitos do cisalhamento 
transversal na formulação, a seção transversal do rotor ô 
considerada aproximadamente circular. Com isso, os coeficientes de 
cisalhamento Ky e Kz podem ser determinados através de uma simples 
expressão Creferência [643D :
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onde K é o coeficiente de cisalhamento médio e T) é o coeficiente 
de Poisson.
2. 4. EQUAÇÕES DO MOVIMENTO
As equações do movimento de um elemento finito de rotor podem 
ser determinadas pelo Princípio de Hamilton, fazendo-se a primeira 
variação do funcional




onde T,V e W representam, respectivamente, a energia cinética, a 
energia potencial elástica e o trabalho das forças externas.
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Determinam-se as equaçcSes através da relação: 
t
J [ SC T-V3 + ÓW ] dr = O C2. 63
ti
A. ônergi â c i i câ cio dl ôiitônt/O consi st*ô da.s parc©l &s 
iranslâçSo & roiaçSo do movimanio. À parcela roiacional cia, ônôrgia 
cinética inclui a rotação do eixo e os termos rotacionais da 
teoria de vigas de Rayleigh.
Na obtenção da expressão da energia cinética do elemento 
CApêndice B3 , no sistema inercial de coordenadas, efetuam-se 
algumas hipóteses simplificativas. A pequena assimetria da seção 
transversal permite considerar o rotor inercialmente simétrico, o 
que evita o aparecimento de coeficientes periódicos na parcela de 
energia rotacional. Além disso, desprezam-se os termos não 
lineares que aparecem no desenvolvimento da expressão C2.73:
t
T = ^ | m < v w> | : J. ds + gjldm <p f3  ^  ^ds 
o o
l l
r  p ds
0 o
1
Ip C n2 + 200 3 ds C2. 73
gj* i ^ + Ijldm Cft ÍS { £ J
O
gjip Ô è ds - a Jip f
onde m  representa a massa por unidade de compr i roento j Idnt 
representa o momento diametral médio de inércia de massa por 
unidade de comprimento; Ip é o momento polar por unidade de
eomprimento. A velocidade de rotação do rotor é escrita como Cl. O  
ponto *’ •** acima das variáveis significa diferenciação em relação 
ao tempo.
A energia de deformação elástica devido à flexão, ao 





A G <Vc Wc> 
o
Ky
O :  ] { : } * •  <
G Kt 9  9 ds C 2. 8D
onde Ky e K* são os coeficientes de cisalhamento; Kt é a constante 
de torção; E e G são os módulos de elasticidade longitudinal e 
transversal ; Iy e I* são os momentos de inércia de área; A é a 
área nominal da seção transversal. O apóstrofo acima das
variáveis significa diferenciação em relação à posição.
O  trabalho virtual das forças externas é devido a um vetor 
força generalizada <F*>:
/{:: í<5W = | | OV i <F*> ds C2.93
2. 4. 1 . EQUAÇÃO DO MOVIMENTO NO SISTEMA INERCIAL DE COORDENADAS
A substituição das funçSes de interpolação e das coordenadas
29
generalizadas nas oquaçSes C 2. 7D & C 2. 85 conduzem à.s ma Lr 1 zes 
locais do problema CApêndices C,D,E e FD. Somenta a matriz de 
rigidez é obtida no sistema rotativo da coordenadas, através da 
equaçao C 2.3D, e faz-se necessário expressá-la no sistema de 
referência global. Para tanto, define-se a matriz [RI de 
























































































<q > = [R3 <p > C2.105® •
onde <q > e <p > sSo as coordenadas generalizadas do elemento nos 
sistemas inercial e rotativo, respectivamente.
A expressão matricial da energia potencial elástica do 
elemento finito de rotor, no sistema de referência rotativo, é 
escrita como :
V = %  <p >T[Ko*3<p > C2. 11D
C • •
onde [Ko*] é a matriz de rigidez do elemento de rotor no sistema
local de coordenadas CApêndice FD.
Efetuando-sa a mudança do sistema do coordanadas, escreva-sa 
a expressão matricial da energia potencial elástica do elemento de 
rotor no sistema do referência inorcial :
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V  =  ^  <q  >T [ R 3 C K o * H R 3 T<q > C 2 .  12D
2  o o
A ortotropia nas propriedades elásticas do rotor gera uma 
matriz de rigidez periódica, no sistema inercial de coordenadas, 
com termos dependentes dos momentos diametrais do inércia do área, 
do tempo e da velocidade angular, através de funçSes seno e 
cosseno.
Considerando-se a hipótese de que a seçSo transversal do 
rotor é aproximadamente circular, o quo permite calcular os 
coeficientes de ci salhamento, os efeitos do cisalhamento 
transversal fy o f* podem sor determinados da.seguinte forma :
f = fy = f* = 12EIro/KAGiZ C2.133
onde f é o efeito médio do cisalhamento transversal e Im é o
ly + Iz
momento médio de inércia de área, ou seja, Im = ---^---
Para se evitarem os coeficientes periódicos na equação do
movimento, no sistema inercial de referência, cada termo da matriz
periódica é separado em duas parcelas. Por exemplo, escolhe-se o
termo K da matriz periódica CK°3 para melhor compreensão do li
procedimento empregado.
K = £l2EIy/Cl +fD ia^ cos<ot + |i2EIz/Cl +f) lajsenut C2.14)
Es to termo, assim como todos os outros termos de tK ] , poda 
ser separado em duas partes : uma parcela média dos momentos de 
inércia, independente do tempo e da velocidade, que equivale â. 
parcela da simetria elástica; e uma parcela da diferença dos 
momentos do inércia, dependente do tempo o da velocidade, quo 
equivale à. parcela da assimetria elástica.
= ^12EIiii/Cl+fD l3j - |l2EAI/Cl+0 i3jcos2cot C2. 15}
sendo que AT é a assimetria de inércia de área, ou seja, 
AI = CIy-IzD/2.
Separando-se todos os ter mos da matriz periódica [K°3, 
resultam duas outras matrizes. A primeira parcela da matriz 
periódica CK°3 é a parcela média dos momentos diametrais de 
inércia, independente do tempo e da velocidade, quo equivale à 
matriz de simetria elástica do rotor CKs°3. A segunda parcela é a 
da diferença dos momentos de inércia, dependente do tempo © da 
velocidade, que equivale à matriz da assimetria elástica do rotor 
EAK°3.
tK°] = [Ks*3 + tAK*3 C2. 16D
Obtidas todas as matrizes do sistema e as expressSes 
matriciais da energia e do trabalho para o elemento finito de 
rotor, aplica-se o princípio de Hamilton C2.6} para se obter a 
equaçXo do movimento, no sistema inercial de coordenadas. A 
equaçSo do movimento possui parâmetros variáveis no tempo, ou 
seja, é parametricamente excitada, similar à equação de Mathieu:
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C [ M° 3 + [N°3Xq > - OÍG®3<q > + CKs®Xq > + CÀK*]<q > = <F*> C2. 173o « «
[Ma],[N®] a í G°] são as matrizes locais representativas da inércia 
de translação e de torção, da inércia de rotação e dos efeitos 
giroscópicos, respectivamente. Todas as matrizes são simétricas, 
exceção feita à matriz EG®], que é anti-simétrica. CAK°3<q^> 
rapresanta a parcela de auto-exciiaçSo o pode ser passada para o 
lado direito da expressão como carregamento paramétrico.
A equação C2.17D é empregada para determinar as frequências 
naturais para uma rotação qualquer de sistemas giroscópicos e a 
resposta ao desbalanceamento distribuído de rotores flexíveis 
assimétricos.
2. 4. 2. EQUAÇgQ IX) MOVIMENTO NO SISTEMA ROTATIVO CE COORDENADAS
Para a determinação das velocidades críticas do rotor, que 
são características dinâmicas importantes de rotores, é
conveniente expressar as equaçSes do movimento no sistema de 
referência rotativo. Para isto, utiliza-se a matriz mudança de 
base dada pela expressão C2.ÍOD. Algumas relaçSes entre as 
coordenadas generalizadas do elemento nos sistemas inercial e 
rotativo podem ser escritas Creferência [5235 :
Cq > = [ R3<p >o •
<q > = [R3 <p > + C R3 <p > o • o




onde t R3 = —o>Z[R3 e [R3 = o> CT3.
Substituindo-sa as r©1 aç3as C2. 1Ô3 ,C2. 193 & C2. 203 na equação
C2.173 e efetuando-se a pré-multiplicação da equação resultante 
Tpor CR] , obtém-se a seguinte expressão :
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E R)TC [ M*3 +[ N&] 3 [ R3 <p 3
^2a>t R3 TC C M*3 +C N®3 3 t T3 - Ot R3 T [ G® 3 t R3 J < p ^3  + 
|-o>£R3TCCM*3-*-[N*3 3£R3 - OcoC R3 T l G*3 C T3 + £R3T C K s*3C R 3  +
[ R 3 T C A K * 3 t R } J < p ^ > ER3T<F*> C2. 213
Pode ser verificado que cada uma das submatrizes 2x2» 
relacionadas com os graus de liberdade de f1exSo, das matrizes 
[ Ks°] , [M*3, EN*3 e (G*3 ou é diagonal ou é anti-simétrica. Isto 
permite que certas propriedades algébricas se apliquem à. equaçlo 
C2.213. Para ilustrar essas propriedades» suponha-se que se tenha 
uma submatriz simétrica tA3 qualquer.
i - As matrizes simétricas e anti-simétricas permanecem 
simétricas e anti-si métricas quando são pré-multipiiçadas e 
p<f>s-mui tipi içadas pela matriz IR].
[ R3
CR3
' t A3 [ 03 " ' [ A3 £ 0 3 '
[ R3 = CS. 223
[ 03 [ A3 [03 [ A3
' [03 C A3 ' ‘ [03 [ A3'
[ R3 = C 2. 233
-[ A3 [03 _-[A3 [03
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2 - As matrizes simétricas e anti-simétricas tornain-sa 
anti -simétricas^ a sistuátr icas, raspactivamanta, “'qüandõ são 
pré-multi pii cadas pela matriz CRI e pós-mui tipliçadas por tTl.
CR}'
CRI
'  EA1 E 03" r  E 03 —E A3"
ET3 = C2. 243
E 03 E A3 [_ E A3 E 03
'  E03 EA3" j* E A3 E 03"
ET3 = C 2. 253
-1  A3 E 03 [  E03 E A3
Por irtspeçSo, pode também ser verificado que :
EG*3 = 2E R ] T [ N*3 [ T3 C 2 . 2 6 3
Definindo-se a matriz [ M*3 = E R 3T E M *3 E T 3 , que é 
anti-simétrica, e considerando—se as propriedades algébricas 
citadas, pode-se reescrever a equaçSo C 2 . 2 1 3  como:
C EM “ 3 + t N *3  3 C p o> + ^2w EM *3  + Cto-CD E G*3 J< P ^>  +
|-o>ZCEM*3+EN®3 3 - 2cjOE N*3 + EKs®3 + EAK*3j<p^> = <P*> C2. 273 
o n d e  [ A K p  = [ R ] T [A K *3 E R 3  e  <P®> = E R 3T<F®>.
Definindo-se X como a relaçSo entre a rotaçSo do eixo O e a 
rotação do sistema rotativo oi, ou seja, X=QXco, obtém-se a equação 
do movimento de um elemento finito de rotor, no sistema rotativo 
de coordenadas.
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C tM ® ]+ tN °]3 < p ^ >  + co| 2 IM ®3 + C l- X > tG ® 3  W p^> +
{[ K s °3  + EAK®3 - » 2K 1 + C 1-2\> EN *1 ]}<p ,> = <p*> C2 . 28D
2.S. ELEMENTO DE MANCAL
Os mcndelos linearizados clássicos de mancais utilizam oito 
coaficientes de rigidez e de amortecimento nas matrizes de cada 
elemento de mancai.
onde : t Cm 3 e EKm3 sSo as matrizes de amortecimento e de rigidez,
p aspxacti vamonta, do el ©mento de mancai ; íc| J é o vetor dos• m
deslocamentos transversais lineares do mancai, ou seja,<q > =
—  m
Os mancais utilizados neste trabalho possuem somente 
flexibilidade linear, ou seja, oferecem resistência apenas aos 
deslocamentos transversais lineares do rotor CFigura 2. 3D.
Como o amortecimento dos mancais nSo é considerado na atual 
etapa de desenvolvimento do trabalho, sSo necessários apenas 
quatro coeficientes de rigidez para a modelagem do mancai. A 
matriz de rigidez genérica t Km3 de um mancai com flexibilidade 
linear, no sistema fixo de coordenadas, pode ser escrita como:
O  vetor força generalizada <Q™} em cada mancai é obtido pela 
seguinte equaçlo, no sistema de coordenadas inercial :
ECm 3<q > + EKm 3<q > = « r >m tyi






Figura 2.3 - Representação através de elementos de mola de um 
mancai.
Para se obter a matriz de rigidez de um mancai» no sistema 
rotativo de coordenadas, efetua-se a mudança de bas© através da 
matriz [R3 C2. iOD. Substituindo-se a expressão C2. 18D na equação 
C2.2Q3 © pré-multiplicando-se a equação resultante pel a matriz 
[ R3 , obtém-se a equação de equilíbrio de um mancai no sistema 
local de coordenadas :
CR3TtCn']CR3<p > + tR3T[Km 3 [R3<p > = CP"^ C2.313m m
onde CP1”^  é o vetor força generalizada em cada mancai, no sistema 
rotativo de coordenadas, e <p > é o vetor dos deslocamentosm
transversais lineares do mancai em coordenadas rotativas.
Para mancais anisotrópicos, as matrizes do amortacimeriio e da 
rigidez do elemento de- mancai , resultantes da equação CZ. 31D , 
possuem coeficientes periódicos. Isto resulta em uma equação do 
movimento do rotor pararrtetricamente excitada, no sistema local de 
coordenadas. Para mancais isotrópicos, as matrizes do elemento de 
mancai têm sempre coeficientes constantes.
2. 6. EQUAÇÃO GLOBAL 130 MOVIMENTO
A equação global do movimento do sistema rotor-mancai é 
obtida pela sobreposição das equações de equilíbrio dos elementos 
finitos de rotor e dos elementos discretos de mancai. Como o 
elemento de mancai utilizado no modelo contribui somente para a 
rigidez do sistema., apenas a matriz de rigidez global da estrutura 
é obtida pela sobreposição das matrizes de rigidez dos elementos 
de rotor e de mancai. Todas as outras matrizes globais do sistema 
são obtidas pela sobreposição somente das matrizes dos elementos 
de rotor.
No sistema fixo de coordenadas, a equação global do movimento 
é obtida a partir das equaçSes C2.173 e C2.293, sendo escrita 
como :
CEMJ+tN33<q> - QCG3<q> + CKs3<q> + [AKJ<q> = <F> C2. 323
onde todas as matrizes e vetores estão relacionados com a 
estrutura global. Os termos de rigidez de mancai estão embutidos 
na matriz EKsl.
No sistema rotativo de coordenadas, a equação global da
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©st.rut.ura é obtida a partir das equaçSes C2. 283 e C2. 31D, sendo
onde todas as matrizes e vetores são obtidos para a estrutura 
global. A matriz periódica EAK^] contém as contribui çSes d© 
rigidez dos ©lamentos da rotor © dos mancais.
Obtidas as equaçSes de equilíbrio do sistema rotor-mancai, 
parta—se para a determinação das características dinâmicas d© 
interesse, tais como as frequências naturais, as velocidades 






VELOCIDADES CRITICAS E FREQUENCI AS NATURAIS
3.1. INTRODUÇÃO
Deseja-se, agora, conhecer alguns aspectos do comportamento 
dinâmico de rotores flexíveis assimétricos apoiados em mancais 
simétricos e isotrópicos. As características dinâmicas de rotores 
flexíveis de maior interesse são as frequências naturais, as 
velocidades críticas das vibraçSes orbitais e a resposta 
desbalanceada.
Neste capítulo, analisam-se as equaçSes das vibraçSes livres 
de um rotor flexível assimétrico, que permitem a determinaçSo das 
velocidades críticas e das frequências naturais, e apresentam-se 
os problemas de autovalor para o cálculo dessas características 
nas rotaçSes desejadas.
3. 2. EQUAÇÕES PARA DETERMINAÇÃO DAS VELOCIDADES CRITICAS
A determinação das velocidades críticas das vibraçSes 
orbitais de um rotor flexível assimétrico é o primeiro problema a 
ser resolvido. Quando se deseja determinar as rotaçSes críticas do 
rotor, é conveniente expressar as equaçSes do movimento no sistema 
rotativo de coordenadas. Reescreve-se, aqui, a equação C2.333, que 
representa o movimento do rotor nas coordenadas rotativas :
Os mancais do modelo sSo considerados isotrópicos, o que 
evita o aparecimento de coeficientes periódicos nas matrizes dos 
elementos de mancai. Com isso, as contribuiçSes dos elementos de 
mancai para a rigidez do sistema estSo embutidas na matriz global
A equação global das vi br açc5es livres, no sistema de 
referência local, permite a determinação das velocidades críticas, 
síncronas e dobradas por rotação, e das frequências naturais para 
rotação nula do rotor. A parcela de auto-exci tação t AK^] <p> e o 
vetor excitação <P> são desprezados. Procuram-se as soluçSes 
estacionárias do sistema e, assim, o cálculo das velocidades 
críticas e das frequências naturais para rotação nula se resume ao 
problema de autovalor :
CKs] .
<0>
onde todas as matrizes são simétricas.
3. 2. 1. FREQUÊNCIAS NATURAIS PARA ROTAÇXO NULA
As frequências naturais para rotação nula são determinadas 
através da equação C3.13, fazendo-se X assumir o valor zero. 
Reescreve-se o problema de autovalor na seguinte forma:
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[Ks3 - w2C E Ml + [ N 3 >j<p> = <0> C3. 2D
A equação C 3. 2D per ml te calcular as frequências naturais 
médias para rotaçSo nula, ou seja, os valores médios das 
frequências naturais nos dois planos ortogonais de deflexão do 
rotor. Qualquer método de solução dos problemas de autovalor com 
matrizes reais simétricas pode ser utilizado. Os autovalores e 
autovetores da equação C3. 2D foram determinados pelo método da 
Iteração Subespaci al, utilizando-se um módulo computacional 
desenvolvido na referência [653.
3. 2. 2. VELOCIDADES CRÍTICAS
As velocidades críticas síncronas e dobradas por rotação são 
determinadas através da equação C3.1D, fazendo-se X assumir os 
valores de +1,-1, +1/2 e -1/2. Os valores positivos de X estão 
associados com o cálculo das velocidades progressivas e os valores 
negativos com as velocidades regressivas.
O  algoritmo utilizado para a obtenção dos autovetores e 
autovalores desse problema foi também o método da Iteração 
Subespacial.
3. 3. EQUAÇÕES PARA DETERMINAÇÃO DAS FREQU6NCIAS NATURAIS
A determinação das frequências naturais médias de um rotor 
flexível assimétrico para qualquer rotação é o segundo problema a 
ser resolvido. Utiliza-se a equação global do movimento, no
sistema de referência i nercial, para calcular as frequências
desejadas: _ _ - - —  ' '
C CM3+CN33-Cq> - OEG3<q> + CKs]<q> + CAK3<q> = <F>
A equação das vibraçSes livres do sistema rotor-mancal, 
desprezando-se a parcela de auto-excitação [AK]Cq> e o vetor 
qxcítação <F>, pode ser escrita na seguinte forma :
CEM3+EN3 3<q> - OEG3<q> + EKs3<q> = CO> C 3. 33
Apresenta—se a seguir o método empregado para obtenção dos 
autovetores e autovalores do sistema giroscópico C3.33. Como a 
matriz [ G] do sistema é não simétrica, as soluçSes do problema de 
autovalor são complexas.
Torna-se conveniente, para aplicação do método de solução do 
problema de autovalor, a redução da ordem das diferenciaçSes do 
sistema. Definindo-se um novo vetor <x> como sendo igual a <q>, 
apresenta-se o novo sistema de equaçSes de primeira ordem:
' C E M 3 + E N 3 3 E 03 '
■
' x  '
. +
' -OEG3 E K s3 "
<
X
E 03 EKs3 . «1 . —C Ks3 E 03 > q  -
C3. 43
Nota-se que o sistema C3.43 possui uma matriz equivalente à 
matriz de amortecimento simétrica e uma matriz equivalente à. 
matriz de rigidez anti-simétrica. A ordem dessas matrizes é duas 
vezes maior do que a ordem das matrizes do sistema C3.33 de 
equaçSes diferenciais de segunda ordem.
O  primeiro passo no método de solução adotado é compactar o 
problema C3.43 através da matriz dos primeiros autovetores EY3
43
obt-icios do problema C3. 2>. O novo vetor doslocamantos em 
coordenadas modais é da seguinte forma: -
<q> = [YDT<li> C3. 53
Definindo-se um outro vetor <u> como sendo igual a <U>, a 
solução do problema compactado é expressa por:
e0*“ C3.63
O novo sistema de equações diferenciais de primeira ordem 
compactado conduz ao seguinte problema de autovalor:
OE G3 - /  EA]
V  EA] E 03
C 3. 73
onde E G3 = EY3*EG3EY3 & •/ E A3 é a matriz diagonal da raiz quadrada 
dos autovalores obtidos do problema de autovalor C3.23. Qualquer 
método de solução dos problemas de autovalor com matrizes reais 
não simétricas pode ser utilizado. Utilizou-se o método QR 
Creferê ncia E4233 para determinar os autovalores do problema
C3.73. Os autovalores ocorrem em pares conjugados puramente 
imaginários, cujas partes imaginárias são as frequências naturais 
para uma determinada rotação O. Obtida a solução, retorna—se ao 
sistema de coordenadas original através da relação:
•Cq3 = EY]TCZ> C3. 83
A expressão C3. 83 permite a obtenção dos autovetores,
associados com os autovalores calculados através do problema 
C3. 75, no sistema da coordenadas- original■. Esta expressão finaliza 
a apresentação das equaçSes e dos problemas de autovalor que 
permi tom calcular as velocidades críticas, síncronas e dobradas 
por rotação, as frequências naturais para rotação nula e as 
frequências naturais para uma rotação qualquer.
CAPÍTULO 4
RESPOSTA DESBALANCEADA E BALANCEAMENTO DE ROTORES FLEXÍVEIS 
4.i . INTRODUÇaO
As equaçSes para a datarmlnaçSo da resposta ao 
desbalanceamento e o processo de balanceamento são descritos neste 
capítulo. Na realidade, as respostas ao desbalanceamento de 
rotores são determinadas experimentalmente e não calculadas. Como 
3SÍ9 trabalho se preocupa apenas com o desenvolvimento da 
formulação numérica de rotores flexíveis assimétricos, para se 
implementar o cálculo da resposta desbalanceada, sup3e-se uma 
distribuição linear de excentricidades ao longo de cada elemento 
finito de rotor a fim de simular um caso real de rotor 
desbalanceado.
As seçSes mais sensíveis à variação de massa do rotor são 
identificadas, através da análise de sensibilidade da resposta 
desbalanceada, visando selecionar os planos de colocação das 
massas balanceadoras. Em sequência, o método dos coeficientes de 
influência é utilizado para efetuar o balanceamento de rotores 
flexíveis.
4.2. RESPOSTA AO DESBALANCEAMENTO
O sistema de equaçSes que per mi te determinar a resposta de um 
rotor flexível a um desbalanceamento de massa é obtido. As funçSes
de interpolação lineares sao utilizadas para descrever a 
distribuição de excentricidades ao longo do rotor. Deterrnina-se a 
expressão da Torça d« «xci iaçSo do dasbal anc«am»nio para .«;«* ohf.ar 
a equação das vibraçSes forçadas de um elemento finito de rotor.
Um rotor real é constituído de um sólido, dotado de uma certa 
distribuição de massa, girando em torno de um determinado eixo de 
rotação. A posição do centro de massa em cada seção transversal do 
rotor não necessariamente coincide com a posição do centro 
geométrico. Então, o rotor pode ser considerado como constituído
4. 2. i . DESBALANCEAMENTO LINEARMENTE DISTRIBUÍDO
Figura 4.1 - Distribuição de excentricidades.
de inúmeras e sucessivas seçSes transversais, cada i^ma delas 
dotada do um vetor excentricidade <«CsD>, com módulo DeCsDB o fase 
<yCsD>, em relaçãò a um sistema de referênciaj, como pode ser_ vi sto 
na Tigura 4.1.
O  desbalanceamento pode então ser descrito pelos vários 
vetores excentricidade <eCs5>. Somente pelo efeito de rotação, o 
rotor será sede de uma distribuição de forças de inércia <dFt> = 
<eCs3>mCsDO ds, nas mesmas direçSes de <eCsD>, sendo que mCsD é a 
massa por unidade, de comprimento do rotor, na seção s genérica, e 
O é a velocidade de rotação, como é mostrado pela figura 4.2.
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*.) Demento finito do rotor. M  Secçlo t n a n u n l  S do alemsnto finito 
do rotor.
Figura 4.2 - Vetores excentricidade <eCs5> e força de inércia 
ídFíJ em uma seção transversal qualquor.
As forças de inércia são proporcionais & aceleração dos 
centros de massa das seçSes transversais do rotor. Deseja-se, 
agora, encontrar a relação entre as coordenadas do centro
i
geométrico e do centro de massa de uma seçSo transversal jgenérica
■ i •
do rotor.
4. 2. 2. REFERENCIA DO SISTEMA NÃO-INERCIAL DE COORDENADAS
As expressSes que descrevem o movimento do elemento finito de 
rotor» neste trabalho» são obtidas utilizando o centro de massa M 
como ponto de referência para o sistema não-inercial de 
coordenadas. Mas» no cálculo da resposta a um desbalanceamento 
distribuído, utiliza-se o centro geométrico G como referência para 
o sistema n3o-inercial Cver Figura 4.25. Com isso, a expressão da 
energia cinética de um elemento finito de rotor com comprimento ds 
e com massa W, adotando—se G como referência não—inercial, pode 
ser escrita na seguinte forma Creferência C6Q35 :
. . ri
dT = %  M<R>2ds + i  \  m.<p. >*ds + «CRXe>ds C4.1D2 2 íi v i
onde : <R> é o vetor velocidade do centro geométrico G; <è> é o
vetor velocidade do centro de massa em relação a G; <p.> é o vetor
velocidade de uma partícula qualquer do elemento» de massa m » emi.
relação a G; o índice n indica o número de partículas m. que 
constituem o elemento. Para melhor compreensão das parcelas da 
expressão C4.15, transcreve-se o teorema de König : "A energia 
cinética total de um sistema de massa M é igual a soma de : Cl5 a 
energia cinética de uma partícula com massa M movendo-se com G; 
C2> a energia cinética devido ao movimento do sistema em relação a 
G; C35 o produto escalar do vetor quantidade de movimento linear
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de uma partícula de massa H movendo-se com G e do vetor velocidade 
do centro de massa em relação a G. "
Quando se utiliza o centro de massa M como origem do ststema' 
rotativo de coordenadas, o terceiro termo do lado direito da 
expressão C4.13 se anula e a expressão da energia cinética do 
elemento finito de rotor pode ser separada em duas parcelas : uma 
transiacionai e uma rotacional CApêndice BD. Neste caso, os 
produtos de inércia de massa da seção transversal do elemento de 
rotor se anulam, & o tensor de inércia, na expressão CB.45 da 
energia cinética rotacional, será representado por uma matriz 
di agonal.
Quando a referência não—inerciai passa para o centro 
geométrico G, os produtos de inércia não serão necessariamente 
nulos, e, por conseguinte, a matriz representativa do tensor de 
inércia na expressão CB.45 poderá ter termos não diagonais 
diferentes de zero.
Fazendo-se a hipótese de que o módulo leCsDB dos vetores 
excentricidade será bastante pequeno, tal que o centro geométrico 
G praticamente coincida com o centro de massa M, os produtos de 
inércia de massa serão bem pequenos em relação aos momentos de 
inércia &, portanto, serão desprezados na formulação. Assim, as 
equaçSes do movimento do rotor obtidas com o centro de massa como 
referência não-inercial podem ser empregadas para a determinação 
da resposta ao desbalanceamento distribuído.
Pode também ser demonstrado que o terceiro termo do lado 
direito da expressão C4.1D contribuirá, na equação do movimento de 
um elemento finito de rotor, com o vetor excitação gerado pelo 
desbalanceamento distribuído. Para efetuar essa demonstração, 
escreve-se a equação de Lagrange, desprezando-se as forças




A contribuição da parcela da energia cinética do elemento 
rinito de rotor associada com o movimento do centro de massa em 





Como o vetor excentricidade de uma seçSo ds qualquer do 
elemento terá módulo constante, pode-se reescrever a expressSo 
anterior na seguinte forma:
Míe>ds = WCifí>2<e>ds = ds
onde o último termo do lado direito representa a força de inércia, 
em uma seção ds qualquer, devido à. excentricidade de massa.
4.2. 3. VETOR EXCENTRICIDADE EX) CENTRO DE MASSA
Definem-se aqui o vetor excentricidade e as coordenadas do 
centro de massa de uma seçSo transversal qualquer. Na figura 4.3,
Y representa o ângulo de fase do vetor excentricidade <^IsD> e yO
representa o ângulo de fase inicial.
SI
Yjf— Yq + C.cosTf 
Zn = Zo + G . senT
— *2T|) + J~\, t.
RM: (ZU,YU)
R: (Z0.Yg)
Figura 4.3 - Coordenadas dos centros geométrico G e de massa M.
Pela figura 4.3, escrevem-se as relaçSes:
Ym = Yo + <=[ cos?' cosQL - senv senOt 3 C 4  2Do o
Zn = Zo + et seny cosOt + cosv senftt 3 c 4 33o O
Definindo-se as projeçSes <=z e ey do vetor excentricidade, 
nas direçSes z e y respectivamente, no instante inicial to, como:
e z  = e s e n y  C 4 . 4 DO
e y  = e c o s r  C 4 . 5 DO
tem-se que :
c r a - c i - c ) senftt C 4. 6D
vetores excentricidade, em seno e em cosseno, do elemento 
Tini to de rotor são definidos como < ea> e <<&=>.
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Cea> C) e < e c > C4. 75
Então, obtém-se a forma final para o vetor posição do centro
onde a expressão do vetor excentricidade da seção transversal é 
dada por :
4. 2. 4. FORÇA DE DESBALANCEAMENTO
O  modo de vibração do rotor se tornará mais ou menos 
excitado, consequentemente o nível de vibração será mais ou menos 
elevado, em função da distribuição das forças de inércia ao longo 
do rotor.
Para um elemento finito qualquer do rotor, é possível 
calcular o trabalho virtual feito pelo desbalanceamento através da 
seguinte expressão:
+ íec>cosOt + <€a>senOt C4. 85
<eCs5> = <ec>cosOt + <ea>senOt C4. 95
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■ j.í::)ÓW = i < y s>>mC sDOZds C4.1ÒD
zfl í 6 V ]T /•
<5W = Q j  •/ l mCsD ^  <ec>cosOt + <ea>senflt jds C4.11D
Substi tuindo—se as funçSes da i nisrpolação dos deslocamentos 
lineares em C4.1 1 D , obtém—se a expressão:
<5W = óq^ jo2J* £ DCsD j| mCsD £ <ec>cosOt + (ea>senOt C4. 12D
O vetor força de desbalanceamento do elemento finito de rotor 
pode ser escrito como:
^ F® ^ Fc* ^ cosClt + ^ FS* 1 senflt- C4.13D
Supondo-se uma distribuiçSo linear de desbalanceamento de 
massa ao longo do elemento finito, as excentricidades nas direçSes 
vertical y e horizontal z, medidas em um instante inicial to, 
podem ser escritas como:
ey = Y*CsD = YeC 1 - s/i D + YdC s /I D C4.14D
&■ = Z°CsD = ZeC 1 - s/l D + ZdC s/l D C4.15D
onde Ye , Yd , Ze e Zd s So as excentricidades de massa nas 
extremidades esquerda e direita do elemento finito, nas direçSes y
e z, rnedidas na posição inicial do rotor.
O vetor força de desbalanceamento <F®> para o elemento finito 
CApêndice G) pode_ ser -escrito- em termos das excentricidades de 
massa Y*CsD e Z*CsD como:
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{ F* } - J m 0*[ D C O  ]TJ l ^ j  eosOt ♦ | ^  jsonOtj
* -i ,
e  j ds C 4. 165
4.2. 5. RESPOSTA AO DESBALANCEAMENTO DISTRIBUÍDO
No cálculo da resposta desbalanceada gerada pelas 
excentricidades distribuídas ao longo do rotor, considera-se o 
trabalho virtual devido apenas ao vetor força de desbalanceamento. 
A parcela de auto~excitação, que representa o carregamento 
paramétrico gerado pela assimetria elástica do rotor, é 
desprezada. A equação global das vibraçSes forçadas devido ao 
desbalanceamento é obtida através da expressão C2. 325, que 
descreve o movimento do rotor no sistema inercial de coordenadas:
C t M3 +t N] D<q> - ílíGXq) + [KsJ<q> = <Fc>cosOt + <Fs>senOt C4.17Z)
A solução da equação C4.173 consiste da solução homogênea 
<qh> e da solução não homogênea <qt>, que surge por influência do 
desbalanceamento.
<q> = <qh> + <qi> C4.1S3
Quando o eixo está em regime estável, os movimentos causados
por qualquer perturbação desaparecem com o tempo. A solução não 
homogênea do desbalanceamento é mantida mesmo em regime
permanente. ____  _ __ — - —  ------- -- ----------------
Escrevendo-se o vetor excitação devido ao desbalanceamento na 
forma complexa como :
<F> = <F±> eÍOt + <Fz> e _ÍOt C4.195
onde
<Fi> = CíFc> - i<Fs>5/2 
<Fz> = C <Fc> + i<Fs>5/2
Considerando—se que a solução estacionária para o problema 
tem a mesma forma complexa do vetor excitação:
. . / V iflt / v "iflt<q> = < q i> e  +  < q 2> e  C 4 . 2 0 5
e substituindo-se as expressSes C4.195 e C4.205 na equação C4.175, 
obtém—se o sistema de equaçSes algébricas complexas do 
desbalanceamento:
-fl2C [M3 + CN3 5 - i O Z[ G]
J-n2C [M 3 + [N 3  5 + i O ZtG3
A solução do sistema de equaçSes fornece <qi> e <q2> , e a 
resposta ao desbalanceamento, em qualquer velocidade de rotação, 
pode ser obtida na seguinte forma:
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+ [ Ks3 J<qt> = <Fi> C 4 .  2 1 D
+ [ Ks3l<q2> = <F2> C4. 225
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<q> = <qc>cosDt + <qa>senQt C4.235
onde
<qc> = < q i>  + <q2>
< qa> = <qi>i — <qz>i
No procedimento numérico de soluçao do sistema de equaçSes, 
primeiramente efetua-se a compactaçSo modal das matrizes através 
da matriz dos primeiros autovetor es obtidos do problema de 
frequências naturais C3. 2D. Obtida a resposta em coordenadas 
modais, retorna-se ao sistema original de coordenadas 
utilizando-se a mesma matriz dos autovetores.
4. 3. BALANCEAMENTO DE ROTORES FLEXÍVEIS
Descreve-se nessa seção a formulação da metodologia empregada 
para o balanceamento de rotores flexíveis. As duas técnicas de 
balanceamento de rotores -flexíveis utilizadas na prática sSo o 
método dos coeficientes de influência e o balanceamento modal. 
Utiliza-se, aqui, o método dos coeficientes de influência pela sua 
facilidade de implementaçSo e por nSo ser necessário um modelo 
analítico na descriçSo do sistema. A análise de sensibilidade da 
resposta desbalanceada à variação de massa é efetuada com o 
objetivo de estabelecer critérios de seleçSo dos planos de 
colocação das massas balanceadoras.
4. 3. i . ANALISE DE SENSIBILIDADE DA RESPOSTA AO DESBALÁNCEAMENTO
A análise de sensibilidade da resposta desbalanceada é 
desenvolvida em rei ação à realocação das posiçSes radiais das 
massas dos parafusos relativas à linha de centro do eixo. Por 
variação de massa, para rotores de turboalternadores de dois 
pólos, se entende variação da posição radial das massas dos 
paraf usos.
Como já foi dito na seção 2.2. , os rotores de 
turboalternadores de dois pólos possuem diversos parafusos 
distribuídos ao longo de seu comprimento para possibilitar o 
rocesso de balanceamento. O balanceamento é efetuado sem retirada 
ou colocação de massa no sistema, ou seja, sem variação na inércia 
do rotor. Para balancear o rotor, processa-se a realocação das 
posiçSes radiais dos parafusos de tal maneira a compensar as 
forças centrífugas geradas pelo desbalanceamento. Com a mudança da 
posição radial dos parafusos, está se alterando o vetor excitação 
devido ao desbalanceamento.
Deseja-se conhecer, dentre um conjunto de seçSes transversais 
do rotor, aquelas de maior sensibilidade da estrutura à variação 
de massa, em cada velocidade selecionada. Um vetor excitação 
unitário é aplicado em um nó determinado do modelo, ou seja, 
acrescenta-se o valor de força unitária aos dois termos do vetor 
exitação do desbalanceamento CApêndice GD que estão associados com 
os graus de liberdade dos deslocamentos transversais lineares 
deste nó, e obtém-se o novo vetor excitação <F > do rotor. A nova
equação global das vibraç25es forçadas é similar à expressão 
C 4 . 1 7 5 :
C tMl+CNIZKcp - OCG]<q> + tKs)<q> = <F*> C4. 24,5
onde <F > é o novo vetor excitação.
Calcula-se, em cada velocidade selecionada, a nova resposta 
desbalanceada do rotor, com a força unitária no nó, e efetua—se a 
comparação deste novo valor com a resposta desbalanceada original 
obtida através do sistema d e ' equaç3es C4.21D e C4.22D. Em cada 
rotação de interesse, repete-se o procedimento para todos os nós 
do modelo & levantam-se os pontos da estrutura que sofrem maior 
variação da resposta desbalanceada. Os nós mais sensíveis são 
potencialmente mais efetivos para a realocação das massas dos 
parafusos, na faixa de velocidades selecionadas para o 
balanceamento.
Para outros tipos de rotores flexíveis, onde o balanceamento 
é efetuado através da retirada ou da colocação de massa no 
sistema, deve ser implementada a análise de sensibilidade da 
resposta desbalanceada em relação à variação do valor de massa do 
rotor CApêndice 13. Neste caso, uma massa unitária é adicionada em 
um nó determinado do modelo, ou seja, a modificação nos 
coeficientes da equação global do movimento é efetuada na matriz 
inercial do rotor e não no vetor excitação.
4. 3. 2. METODOLOGIA DE BALANCEAMENTO
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Os requisitos iniciais para o processo de balanceamento são a
definição d© um número p de planos de medida da , resposta 
desbalanceada, a escolha de um número n de planos de balanceameníó 
& a seleção de _um número le de. velocidades de rotação. A escolha
-  M
dos planos de colocação das massas balanceadoras é feita
utilizando os resultados da análise de sensibilidade da resposta
i
desbalanceada à variação de massa.
i
A primeira etapa do método empregado consiste na determinação 
dos coeficientes de influência para cada velocidade selecionada Os 
Cs=l,kD. Para tanto, inicialmente se calcula a resposta ao 
desbalanceamento nos planos de medida. O passo seguinte é a 
colocação das massas de teste nos planos de balanceamento para a 
obtenção da nova resposta desbalanceada, nos planos de medida, 
gerada pelo desbalanceamento distribuído & pela massa acrescida. 
Os coeficientes de influência são determinados apenas para os dois 
graus de liberdade associados com os deslocamentos transversais 
1 i neares.
Definindo-se <Aij> como o coeficiente de influência complexo, 
para uma velocidade Qs qualquer, pode-se escrever que:
<Alj> = <qij> ~ <qi.> 04.25}
<m .>
J
onde: ^ a resposta complexa ao desbal anceamento distribuído
no plano de medida i C i =1 , pi); -Cm,> é a massa de teste complexa, ou 
seja, uma massa m^ colocada no plano de balanceamento j C j =1, rO 
com um certo ângulo de fase em relação ao sistema de referência 
solidário ao eixo; e ^ a nova resposta desbalanceada
complexa, gerada pelo desbalanceamento distribuído em conjunto com
a massa de teste m, medida no plano i. O poeficiente de
j
influência é definido como sendo o valor complexo que fornece a 
amplitude - de- vibração no ponto i , devido- a “ uma " mássa" unitária 
colocada em fase nula no plano de balanceamento j.
Para se calcular a nova resposta desbalanceada ,
torna-se necessário determinar um novo vetor excitação somente da 
massa de teste CApêndice HD. Este novo vetor é acrescido ao vetor 
excitação do desbalanceamento distribuído para se obter a nova 
resposta.
Variando-se os planos de medida p e os planos de 
balanceamento n, determinam-se todos os coeficientes de influência 
•CAtj> para uma determinada velocidade Os. Definindo-se a matriz 
complexa dos coeficientes de influência como ECijl, escreve-se 
que:
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<All> <Al2> ..... ........ <Aln>
<A 2i>  <A22> ........................... .. - <Azn>
t C i j ]  =
C4. 26D
< Api> < A PZ> ...................................<Apn>
Determinados os coeficientes de influência, o problema passa 
a ser a determinação das massas balanceadoras Mj que reduzam as 
vibraçSes, tal que seja satisfeita a seguinte condição:
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< q L> + ICyJ<M j>  = <0> C 4 .2 7 ?
onde o vetor <Mj> representa as massas balanceadoras complexas nos 
planos de balanceamento e pode ser escrito como:
<Mj>T = ^ <Mi> CMz> ..........................  CMn>
Sa o númaro d© planos de balanceamento coincidir com o número 
de planos de medida Cn=pD , ou seja, a matriz [Cíj] for quadrada, a 
equação C4.273 permite retirar os valores de massa <Mj> que 
reduzam as vibraçSes, em uma determinada velocidade.
Os coeficientes de influência Cij e a resposta desbalanceada 
<q > são funçSes da velocidade angular. Ao se variar a velocidade 
de rotação do rotor, ocorrerá variação na contribuição dos vários 
modos excitados pelo desbalanceamento.
Balancear o rotor para um número k de velocidades significa 
impor conjuntamente as seguintes condiçSes:
<q COt3> + [CijCQOKMA = <0>l
<q COzD> + E C i j C O z D X M p  = <0>i.
Cq.CfikD> + [CijCOk^XM j> = <0> C4.293
As massas balanceadoras não anulam totalmente as vibraçSes 
causadas pelo desbalanceamento do rotor, mas podem limitá-las. Há 
sempre, nas várias velocidades de funcionamento, vibraçSes
C4. 28}
residuais. D&seja-se, agora, minimizar essas vibraçSes residuüis 
e, para tal intento, utiliza-se, o método dos mínimos quadrados na
- deter mi naçScr das massas- bal anceador as.
Definindo-se um novo vetoH <W>, que é o vetor das respostas 
ao desbalanceamento para todas as velocidades, e uma matriz 
retangular t C3 , que tem como submatrizes as matrizes dos 
coeficientes de influência nas várias velocidades, reescreve-se o 
sistema C4.29D na seguinte forma:
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CW> + [ C3 <Mj> = <Wr> C4.3CD
onde <Wr> é o vetor das vibraçSes residuais nas várias 
velocidades. <W> e t C3 são escritos como:






A matriz C C3 será quadrada se kp = n.
As massas bal anceador as <Mj> sSo calculadas tal que se 
encontrem os mínimos das vibraçSes residuais <Wr>. Minimiza-se a 
soma dos quadrados das vibraçSes residuais, ou seja, impSe-se que:
<Wr>T<Wr> = Min C4. 31D
Substituindo-se C4.3CD em C4.31D, tem-se que:
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Min -1 C4. 325
Ê póssi vel sã definir o vetor <Mj> através da condi çSo 
estacionária:
Obtém-se, assim, o sistema final de equaçSes para 
determinação das massas balanceadoras a serem adicionadas nos 
planos de balanceamento do rotor:
O sistema matricial C4.345 permite pois determinar o vetor 
•CMj> , única incógnita nas equaçSes, que minimiza as vibraçSes nos 
p planos de medida para as k velocidades prescritas. Enfatiza-se 
que o comportamento das vibraçSes na velocidade de regime tem uma 
importância maior em relaçSo a outras velocidades intermediárias.
4. 3. 3. PARÂMETROS PARA O BALANCEAMENTO
Geralmente, as medidas das vibraçSes em rotores são feitas em 
dois planos, onde os mancais estão localizados. Teoricamente, a 
instalação de mais pontos de medida ao longo do rotor seria de 
grande facilidade. Mas, na prática, os mancais são os locais onde 
os medidores de vi braçao podem ser instalados sem dificuldade e a 
baixo custo.
<KMj>
£ M i n  J = ° C4. 33>
[ C 3T tC ]< M j> [ C 3 <W> C4. 345
Drechsl^r [341 apresentou algumas considerações importantes 
sobre à seleção dos parâmetros iniciais no método dos coeficientes 
de-influência.}- Quando- se utilizam planos de medida somente nos 
mancais, as amplitudes das vibraçSes, nesses mancais, são algumas 
vezes minimizadas, mas, em outros pontos do rotor, os níveis de 
vibração podem ser elevados. Isto pode ser observado quando o 
número de planos de balanceamento n é menor que Cp+23 , para a 
faixa de velocidades de interesse. Se mais planos de colocação de 
massas sao introduzidos, uma pequena vibração residual nos mancais 
automaticamente implica pequenos níveis de vibração ao longo do 
rotor. Mas a introdução de mais planos de balanceamento Cnúmero 
maior que pD pode produzir sistemas de equaçSes mal condicionados, 
que são mais sensíveis às variaçSes das medidas de vibraçSes.
A solução do sistema de equaçSes C4.34D não é única, ou seja, 
podem existir diferentes soluçSes para as massas balanceadoras do 
problema. Com isso, a matriz t Cl dos coeficientes de influência 
pode possuir linhas ou colunas linearmente dependentes, o que 
provoca o mau condicionamento do sistema de equaçSes. Portanto, a 
seleção dos parâmetros para o balanceamento deve merecer 
tratamento meticuloso e, por isso, a análise de sensibilidade da 
resposta desbalanceada se torna um instrumento importante na 
escolha dos planos de balanceamento.
Selecionam-se as velocidades de balanceamento na vizinhança 
da velocidade em que se deseja balancear o rotor. As velocidades 
críticas, abaixo e próximas da velocidade de rotação nominal do 
rotor, devem merecer atenção especial no processo de 
balanceamento.
Quando um modo de vibração possui maior importância no
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processo de balanceamento, atribui-se peso maior na sua 
rni ni mi zaçao em ^relação a outras velocidades. Para tanto, 
repetem-se maj.s vezes os valores de q^ C QkD e Ci.jC OkD associados 








Alguns resultados sSo apresentados para um rotor flexível 
assimétrico, cujas características e propriedades foram 
apresentadas por Childs [473.
Diferentes procedimentos numéricos, para soluçSo dos 
problemas de autovalor e dos sistemas de equaçSes complexas, estSo 
contidos no programa computacional utilizado. O programa, 
desenvolvido em linguagem FORTRAN, possui as seguintes o pç £5 es de 
cálculo : 15 Velocidades criticas médias sincronas; 25 Velocidades 
criticas médias dobradas por rotaçSo; 35 Frequências naturais 
médias para rotaçSo nula; 4 D Frequências naturais médias em uma 
rotaçSo qualquer; 55 Resposta a um desbalanceamento distribuído; 
65 Análise de sensibilidade da resposta desbalanceada; 75 Massas 
balanceadoras.
Para exposição dos resultados obtidos e de sua análise, o 
presente capitulo apresenta um exemplo de rotor de turbogerador. 
Os resultados podem ser divididos em duas etapas: 15 Velocidades 
criticas e 25 Balanceamento.
5. 2. EXEMPLO
Modela-se um rotor com dimensSes nominais de um alternador 
de dois pólos de 500 MW. O rotor está apoiado em suas
Iextremidades Jppr dois mancais elásticos sem amortecimento. 
Os dados do modelo sSo apresentados:
DADOS DO ROTOR
E Iy = 1,4835 . IO40 N. m2 
E Iz = 1,3422 . IO10 N.m2
Compr i mento = L = 11,115 m 
Diâmetro nominal = Dnom = 1 ,07 m 
Velocidade nominal = 3600 rpm C 60 Hz D 
RIGIDEZ DE MANCAL
Kyy — Kxx — 2,63 IO N/m
5.2.1. VELOCIDADES CRI Tl CAS
Na Tabela 1, comparam-se os resultados para frequências 
naturais médias com rotaçSo nula fornecidos pela referência [47] 
com os valores calculados pelo programa. Foram obtidas as 
frequências para modelos de elementos finitos CMEFD com 4, IO e 
30 elementos. Os valores calculados para os modelos de 4, IO e 30 
elementos apresentaram um desvio médio em relaçSo aos valores 
fornecidos por [473 de 2,2%, 1,0% e 1,2%, respectivamente. Os 
resultados apresentados por Childs [473 foram obtidos para 
um rotor modelado com 21 massas concentradas interconectadas por 
elementos elásticos de viga sem massa, apoi ado em mancais 
elásticos, através de uma formulaçSo modal.
Constata-se que os modelos de elementos finitos 
discretizados com poucos elementos apresentaram bons resultados 
para as primeiras frequências naturais. Quando se deseja obter a 
frequência crítica de um modo de vibraçSo elevado, é necessário a
utilizaçSo de um nútaero maior da &1emenios finitos no modelo, da 
tal maneira que se;consiga representar o m o d o  desejado.
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Tabela 1 - Resultados Comparados de Frequências Naturais
para rotaçSo nula Cem HzD.
Fr eq. Ref.[473 MEF4 MEF10 MEF30
1 ? 17,712 18,068 18,057 18,056
2? 68,045 69,129 68,557 68,491
3? 143,727 148,089 142,914 142,332
A Tabela 2 mostra os valores calculados para as três 
primeiras velocidades criticas médias regressivas CRCRD e 
progressivas C RCPD. Apresentam-se as velocidades síncronas e 
dobradas por rotaçlo, para o rotor do exemplo, modelado com IO 
elementos.





















Concluindo a apresentação dos resultados obtidos para os 
problemas de autovalor de rotores flexíveis assimétricos, a 
Tabela 3 mostra os valores das frequências naturais para várias 
rotaçSes do rotor. SSo apresentadas as frequências naturais 
médias regressivas CRD e progressivas CP3 para nove velocidades 
de rotação, obtidas para o rotor modelado com 30 elementos.
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1*C RD l^C PD 2?CRD 2“CPD 3?CRD 3*CPD
500 18,037 18,074 68,430 68,552 142,229 142,434
ÍOOO 18,019 18,093 68,370 68,613 142,126 142,537
1500 18,000 18,111 68,309 68,674 142,024 142,640
2000 17,982 18,130 68,249 68,735 141 ,922 142,743
2500 17,963 18,148 68,188 68,796 141,819 142,284
3000 17,945 18,167 68,127 68,857 141 ,717 142,948
3500 17,927 18,185 68,067 68,918 141 ,615 143,052
4000 17,908 18,204 68,007 68,979 141 ,513 143,155
4500 17,890 18,223 67,946 69,040 141 ,411 143,258
Vale salientar que, na literatura pesquisada, nSo foram 
encontrados exemplos com modelos de turbogeradores para 
GomparaçSo. A obiençSo de dados, relativos a propriedades 
geométricas e constitutivas de rotores flexíveis assimétricos, é 
quase impossível na vasta bibliografia existente sobre o tema.
5. 2. 2.BALANCEAMENTO
No estudo da metodologia de balanceamento, o rotor foi 
modelado com 30 elementos e considerou-se uma certa distribuição 
de excentricidades ao longo de seu comprimento, que está mostrada 
na Tabela 4.
Na realidade, a distribuiçSo de excentricidades de massa de 
um rotor nSo é conhecida e nem determinada. O método dos 
coeficientes de influência, assim como as outras metodologias de 
balanceamento, é um procedimento experimental. Os valores das 
respostas ao desbalanceamento sSo medidos diretamente de uma
instaiaçSo da rotor. Como este trabalho se preocupa apenas com o 
desenvolvimento^ da ~formuiaçSo numérica para rotores flexíveis, 
utiliza-se uma certa distribuiçSo de excentricidades para simular 
um caso real de rotor desbalanceado. Dessa forma, é possível 
implementar numericamente a metodologia de balanceamento.
Para que a rotina numérica desenvolvida no trabalho seja 
utilizada efetivamente no balanceamento de rotores, deve ser 
implementado, conjuntamente, um procedimento analitico-experimen­
tal de identificaçSo de parâmetros para ajustar o modelo a medida 
que se processam as alteraçSes na estrutura.
Tabela 4 - DistribuiçSo de excentricidades CmD.
Nó Eixo Y Eixo Z
1 0,00 0,0
2 0,00001 -0,00001






























5, 2. 2-1 . ANALISE DE SENSI BI LI DADE f
Foi efetuada a análise de sensibilidade da resposta ao 
desbalanceamento em todos os nós do modelo. As seçSes 
transversais mais sensíveis à. variaçSo do vetor excitaçSo do 
rotor foram identificadas para a faixa de velocidades que 
compreende a primeira e a segunda velocidades críticas. As 
Figuras 5.1, 5.2 e 5.3 mostram as curvas que relacionam a 
sensibilidade da resposta desbalanceada do rotor com o nó do 
modelo onde foi aplicada a força unitária» para os mancais 
esquerdo Cnó 1D e direito Cnó 31D do modelo de 30 elementos.
Na faixa de velocidades próximas à primeira frequência 
cri^ica, o ponto de maior sensibilidade se encontrou em torno do 
nó 16. A figura 5.1 mostra as curvas de sensibilidade da resposta 
desbalanceada do rotor medida nos mancais direito e esquerdo, na 
velocidade de IlOO rpm. A linha continua fornece a curva de 
sensibilidade para o mancai esquerdo do modelo, enquanto a linha 
tracejada dá a curva para o mancai direito.
Entre a primeira velocidade crítica e a segunda, as seçSes 
mais sensíveis vSo mudando de posiçSo. A figura 5.2 mostra as 
curvas de sensibilidade para os mancais esquerdo e direito, na 
velocidade de 3600 rpm. A linha continua está associada com o 
mancai esquerdo e a linha tracejada está relacionada com o mancai 
direito.
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Figura 5.1 - Curvas de sensibilidade da resposta desbalanceada do 
rotor à. variaçSo de massa, na velocidade de IlOO rpm. A linha 
contínua é a curva para o mancai esquerdo e a linha tracejada é a 
curva para o mancai direito.
Na faixa de velocidades próximas i segunda velocidade 
critica, as seçSes mais sensíveis se localizaram nos nós 8 e 24. 
A figura 5.3 mostra as curvas de sensibilidade para os mancais 
esquerdo e direito, na velocidade de 4200 rpm. Aqui, a linha 
contínua também está associada ao mancai esquerdo e a linha 
tracejada ao mancai direito.
A explicaçSo para a diferença, constatada pelas figuras 5.1,
5. 2 e 5.3, de sensibilidade entre os mancais esquerdo e direito 
está na distribuição nSo simétrica de excentricidades ao longo 
do comprimento do rotor. Axialmente, as forças centrífugas 
geradas pelo desbalanceamento distribuído nSo possuem simetria.
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Figura 5.2 - Curvas de sensibilidade da resposta desbalanceada do 
rotor à variaçSo de massa, na velocidade de 3600 rpm. A linha 
contínua 6 a curva para o mancai esquerdo e a linha tracejada é a 
curva para o mancai direito.
Sintetizando os resultados mostrados pelas curvas de 
sensibilidade, a Tabela 5 apresenta a localização das seçSes mais 
sensíveis do rotor nas três velocidades analisadas.









Figura 5.3 - Curvas de sensibilidade da resposta desbalanceada do 
rotor & variaçSo de massa, na velocidade de 4200 rpm. A linha 
continua ó a curva para o mancai esquerdo e a linha tracejada é a 
curva para o mancai direito.
5. 2. 2. 2.MASSAS BALANCEADORAS
Diversos exemplos, com diferentes parâmetros selecionados 
para o balanceamento, foram testados. Utilizaram-se somente dois 
planos de medida das vibraçSes, que foram colocados sobre os 
mancais do rotor. Dependendo dos parâmetros iniciais escolhidos, 
o sistema de equaçSes para determinaçSo das massas balanceadoras 
pode se tornar mal condicionado. Em vários exemplos testados, as 
massas balanceadoras calculadas nSo geraram um bom 
balanceamento. Em outros exemplos, o conjunto de massas de 
correçSo do desbalanceamento propiciou bons resultados. Neste
trabalho, não foi efetuado um estudo minucioso sobre a influência
- dos parâmetros iniciais dò balanceamento na determinação das 
massas balanceadoras. Pode-se afirmar que a análise de 
sensibilidade da resposta desbalanceada à variação de massa se 
apresentou como um instrumento criterioso na seleção dos planos 
de balanceamento.
Dentre os exemplos testados, que geraram bons resultados 
para o balanceamento, foram selecionados dois casos para 
apresentação no trabalho. Em cada caso, preocupou-se em efetuar o 
cálculo das massas de correção do desbalanceamento nas 
velocidades próximas às duas primeiras velocidades criticas.
As massas balanceadoras do primeiro exemplo foram obtidas 
para dois planos de balanceamento. Apenas a velocidade de IlOO 
rpm foi selecionada para o cálculo das massas e os nós 15 e 16 
receberam os planos de colocação dessas massas. Neste primeiro 
exemplo, as massas balanceadoras CTabela 65 foram calculadas 
utilizando-se somente o primeiro modo de vibração do rotor.
Tabela 6 — Massas balanceadoras para dois planos de 
balanceamento.
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No segundo exemplo, as massas foram calculadas para três 
planos de balanceamento. Os nós 8, 16 e 24 receberam os planos de 
colocação das massas e as velocidades de 4100 rpm e 4200 rpm 
foram selecionadas para o cálculo dessas massas. A obtenção das 
massas CTabela 7D, neste segundo exemplo, foi realizada 
utilizando-se somente o segundo modo de vibração do rotor.
Tabela 7 -{Massas balanceadoras para três planos d e ! 
balanceamento.
Nó Massa Ckg. nrú Fase CradD
8 0,058036 2,860
16 0,079292 -1 ,998
24 0,074463 -0,735
Para os dois exemplos, foi realizada a verificaçSo da nova 
resposta desbalanceada do rotor com as massas de correçSo. A 
Figura S. 4 apresenta as curvas que mostram a relaçSo entre a 
amplitude de vibraçSo, medida em um plano colocado sobre o mancai 
esquerdo Cnó 1D, e a rotaçSo. Já a Figura 5.5 apresenta as mesmas 
curvas para o plano de medida colocado sobre o mancai direito Cnó 
313. O eixo vertical dos gráficos está em escala logarítmica para 
permitir melhor visualização do comportamento das curvas.
Pode ser verificado que, para os exemplos apresentados, as 
massas balanceadoras obtidas propiciaram um balanceamento 
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....--------  — —  - ■ - .--- CAPITULO 6
CONCLUSOES E SUGESTÕES -
O presente trabalho apresentou o estudo de alguns aspectos 
do comportamento dinâmico de rotores de turbogeradores através do 
método de elementos fi ni tos.
A motivaçSo principal do trabalho foi fornecer uma 
ferramenta de análise para rotores flexíveis assimétricos, que 
permitisse identificar comportamentos característicos e prever 
mudanças estruturais durante as etapas preliminares de projeto.
O modelo utilizado no trabalho inclui os elementos finitos 
baseados na teoria de viges de Timoshenko e elementos elásticos 
discretos de mancais. A inclusSo do cisalhamento no modelo é 
feita através da hipótese simplificativa de considerar a seção 
transversal do rotor aproximadamente circular, o que torna 
possível o cálculo dos coeficientes de cisalhamento. Nenhum tipo 
de amortecimento é considerado no sistema e o modelo se presta 
bem para representar rotores de turbogeradores de dois pólos.
O trabalho pode ser dividido em duas partes: estabilidade e 
balanceamento. Os problemas de autovalor que permitem obter os 
valores das frequências naturais e das velocidades críticas 
representam os aspectos analisados da estabilidade de rotores. A 
determinação das massas balanceadoras e da resposta de rotores 
desbalanceados e a análise de sensibilidade dessa resposta 
constituem os aspectos analisados do balanceamento.
Na primeira parte do trabalho, utilizaram-se algoritmos 
computacionais para a solução dos problemas de autovalor de
sistemas giroscópicos não amortecidos. As frequências nâturais o 
as veílocidades críticas podem ser determinadas com boa precisão.
Na segunda parte do trabalho» os sistemas de equaçSes 
complexas foram resolvidos através de algoritmos computacionais 
já existentes. Consegue-se calcular a resposta a um 
desbalanceamento distribuído ao longo do comprimento do rotor. A 
análise de sensibilidade da resposta desbalanceada à variação de 
massa foi implementada como um critério na seleção de parâmetros 
para o balanceamento. O método dos coeficientes de influência se 
apresentou como uma metodologia eficiente no balanceamento de 
rotores flexíveis.
Apesar das simplificaçSes e limitaç3es da formulação, os 
resultados alcançados -com o modelo foram satisfatórios. Vale 
salientar que a modelagem completa do problema dinâmico de 
rotores de turbogeradores ainda enfrenta grandes dificuldades. A 
inclusSo, nos modelos numéricos, dos problemas de mancais de 
deslizamento, das vibraçSes induzidas por fluxo, das oscilaçSes 
eletromagnéticas e da estrutura de suporte depende da eficiência 
do processo de identificação de parâmetros e do desenvolvimento 
de modelos analíticos que descrevam precisamente as variáveis 
envolvi das.
Inúmeras sugestSes para melhorar o modelo desenvolvido neste 
trabalho « para ampliar os estudos dos aspectos da dinâmica de 
rotores flexíveis assimétricos podem ser apresentadas. Algumas 
melhorias computacionais no programa podem ser efetuadas visando
o aperfeiçoamento dos procedimentos de cálculo, como, por 
exemplo, na análise de sensibilidade e na verificação do 
balanceamento, e a apresentação de resultados através de recursos 
gr áf i cos.
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ModificaçSes no modelo utilizado no trabalho podem ampliar 
—seu-fâio -d® - aplicaçSfo. Uma _ primeira modificação significativa 
estaria na introdução de um elemento discreto de mancai mais 
abrangente. A implementação no programa de um elemento de mancai 
anisotrópico amortecido permitiria a análise dos vários casos de 
apoios em rotores flexíveis. Em diversos tipos de rotores» sob 
determinadas condiçSes de operação, um elemento de mancai 
ortotrópico, com ou sem amortecimento, representa um qualitativo 
avanço no modelo.
Uma segunda alteração significativa estaria na inclusão do 
amortecimento interno, viscoso e histerótico, na formulação. Os 
sistemas giroscópicos amortecidos possuem autovalores complexos. 
Poder-se-ia, então, implementar o estudo da influência do 
amortecimonto interno sobre a estabilidade de rotores flexíveis.
Ê importante reafirmar que os estudos efetuados neste 
trabalho compreendem apenas uma pequena parcela dos fenômenos 
associados com rotores flexíveis assimétricos. Estudos de outros 
aspectos podem propiciar muitas linhas de trabalhos. O problema 
da instabilidade induzida pelo filme lubrificante, em rotores 
apoiados em mancais hidrodinâmicos, e o problema da instabilidade 
paramétrica gerada pela assimetria elástica de sistemas 
rotor —mancai constituem duas importantes áreas de pesquisas.
A rotina de balanceamento foi implementada considerando-se 
uma distribuição de excentricidades de massa ao longo do rotor. 
Para que essa rotina se torne um instrumento efetivo e útil para 
engenheiros, mecanismos e procedimentos devem ser desenvolvidos 
tal que se consiga a alimentação do programa de balanceamento com 
medidas tomadas diretamente de uma bancada ou de uma instalação 
de rotor. Além disso, conjuntamente deve ser implementado um
%procedimento analítico—experimental de identificação de 
. _ parâmetros para ajustar <j>modelo à medida que ocorram alteraçSes 
no sistema rotor—mancai. Alimentando a rotina de balanceamento 
com dados. experimentais e implementado o processo de 
identificação de parâmetros, o algoritmo desenvolvido se tornará 
efetivamente uma ferramenta útil no balanceamento de rotores 
f 1 exí vei s.
Finalmente, observa-se que a formulação de elementos finitos 
utilizada pode receber modificaçSes. A busca de uma formulação 
mais generalizada, que possa ser aplicada a diferentes tipos de 
rotores, deve ser uma preocupação para trabalhos futuros. Em 
muitas aplicaçSes de rotores flexíveis, tais como os rotores de 
grande comprimento utilizados em bombas de prospecção 
petrolífera, a hipótese de pequenas deformaçSes pode ser revista 
e a introdução de não linearidades geométricas e de material no 
modelo pode ser analisada com o objetivo de se obter uma 
representação mais fiel da realidade. Já. existem alguns 
trabalhos, desenvolvidos para rotores de grande flexibilidade, 
que consideram as variaçSes locais da velocidade angular 
induzidas pela deformação do rotor. Enfim, um estudo 
pormenorizado de alteraçSes na formulação de elementos finitos 
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____________ APÊNDICE A------"----- . """
FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO
Para o problema d® f 1 exSo, as funçSes do i nterpol ação sSo 
obtidas diretamente do problema estático de viga, considerando os 
afoitos de flexão e cisai ha. monto conjuntamente. Na torção, 
utilizam—se funçSes de interpolaçSo lineares. As funçSes de 
interpolação para ambos os problemas são descritas a seguir.
Para facilitar a descrição das funçSes, denota—se por v a 
variável adi mensi onal que descreve a posição de uma seção 
transversal qualquer do elemento em relação a sua extremidade 
inicial. Sendo s a variável que define cada seção do elemento de 
rotor a partir do nó inicial C ver Figura 2. 2 D e sendo i o 
comprimento do elemento, a variável adimensional 6 escrita como 
x> — s / l .
A. 1. FLEXÃO
As funçSes de interpolação de flexão são obtidas somente no 
plano de deflexão XY. Os efeitos do cisalhamento transversal fy e 
fz são distintos para os dois planos de deflexão XY e XZ do 
rotor:
PLANO XY : fy = C 12 E Iz )/( Ky A G l* ) 
PLANO XZ : fz = C 12 E Iy D/X K* A G i* D
ond» f y e fz sor3o constantes se as propriedades geométricas e
elásticas forein constant§Si^__ ---- — -------  -
Para a obtenção das funçSes de i n t e r p o l a ç ã o  no plano XZ, 
basta substituir os termos fy e Iz por fz e Iy nas funçSes 
obtidas no plano XY.
A. 1.1.FUNÇÕES DE INTERPOLAÇXO y? e 4 ? :
A partir da Figura A. 1 , as equaçSes diferenciais no plano XY 
são escritas na seguinte forma:
onde: V = Vf + Vc, sendo que Vf e Vc sSo as contribuiçSes de 
flexão e cisalhamento, respectivãmente; as haspas '* e o apóstrofo
- significam diferenciação de segunda e primeira ordem em relação 
à. posição.
A solução geral das equaçSes 6 escrita como:
E Iz Vf = Fs - M CA.
Ky G A Vc = -F — constante CA. 23
onde Ci e C2 são constantes de integração.
Q3
Figura A. 1 - Deslocantenio linear do primeiro nó igual a um.
As condiçSes de contorno do problema sSo as seguintes:
Em s = v = O , Vc = V' = -F/tKy G AD
Em s = i , Vc = V'
Em s = v = O » V = 1
EntSo, obtém-se a expressSo de :
<  ■ c l W [  1 - 3W* ♦ a»* ♦ fyc i W  s ]
e derivando-se em relaçSo à posiçSo, obtém-se ^  :
= * r ~ c 6vz - 6v ) 1 Cl +f y} [ i J
’. fi- .
A. 1. 2. FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO y? E :2 2
Pela figura A.2., as condiçSes do contorno sSo escritas na 
seguinte forma:
Em s = O , V = O e v'= Vf
Em a - l . V = O o v' = v4
° •
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Figura A. 2 - Deslocamento angular do primeiro nó igual a um.
Considerando—se as equaçSes CA. 13 e CA.23 e as condiçSes de 
contorno, obtém-se a relaçSo entre F e V:
_ _ „ _ F s 8 M s *  ^ ( H l  _ F l * T
6 2 [ 2 6 J
e a equação da linha elástica ó escrita como:
E Iz V = T IC v*-  BvZ + v 3 + fy g C-v* + v 3 j
05
Então, obtém-se a expressSo de
Para se obter ff  , deriva-se a equação da elástica:
F *2E Iz V = 6- J C 3v2 - 4i» + 1 ) + g fyC 1 - dJ
Mas como a rotação pQ em s = O possui o seguinte valor:
F i2E Iz po = ^  C 1 + fy 3
deve—se adicionar a deformação C Fi*fy 3/12 em E Iz V para se 
obter a rotação das seções. Dai se obtém a expressão de <P^  :
<
A. 1. 3. FUNÇÕES DE INTERPOLAÇXO E <*>y :9 8
A partir da Figura A. 3, as equaçSes diferenciais são agora 
escritas como:
E Iz Vf = C Fl - M ) - Fs CA. 33
Ky G A Vc = F = constante C A.43
QÔ
Figura. A. 3 - Deslocamento lin«ar do segundo nó igual a um.
A soluçSo geral das equaçSes é dada pela expressSo seguinte:
E Iz V = ^ C F l - M De2 - ^ Fs* + C Ci + F Q í -  5s + Cz 
2 6 12
As condiçSes de contorno sSo dadas na seguinte forma:
Em s * O . V « O e v'= Vc 
Em s = l , V = 1 e v'= Vc
A equaçSo da elAstica pode ser escrita como:
Fi" z aE Iz V = [g C 3 v - 2v + fy v D
EntSo, a expressSo de yp* é dada por :3
- r-T-fÿ [ 3 v * - a»* ♦ fyí » > ]
),I!
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Efetuando-se a difaranciação om relação à. posição, obtàm-s® 
a expressão de <p :9
- r V r ?  [ i ' 6“ - 6'’’ 5 ]
A. 1. <4. FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO E :
Obtém-se as equaçSes diferenciais através da figura A.4:
E Iz Vf = C M - Fl ) + Fs 
Ky G A Vc = - F
CA. 53 
CA. 63
Figura A. 4 - Deslocamento angular do segundo nó igual a um.
A  s o l u ç ã o  g e r a l  d a s  e q u a ç S e s  CA. 53 e  CA. 63 A  d a d a  por:
f I *
E Iz V = g  C M - F i  3 s* + g Fs8 + C Ci - F -fg- 3 s + Cz
As condiçSes d® contorno sSo escritas como:
✓ /
Em s = O . V = O e V = Vo = -F/CKyGAD 
Er s  - l , V = O e v' = V«l +
A equaçSo da elástica pode ser escrita como:
E Iz V = ^ -  £ g C 2v9 - 2v* D + fy i C -» + 3]
EntSo, a expressSo de y f  é escrita na seguinte forma:
Para se obter a expressSo de ^  > efetua—se a diferenciação 
da equaçSo da elástica em relaçSo à posiçSo.
E Iz v' = ?í- £ g c 6v* - 4v» D + g fy C - 1 «• 2v D J
Mas como a rotaçSo pQ em s = O possui o seguinte valor:
E  11 Pa = "IS1 fy
deve—se adicionar FlZfy/12 ao termo E Iz V para se obter a
y




Considera-se comportamento linear para as funçSes de 
interpolação de torção:
N = C 1 - v D i
N = u  
2
Com as funçSes e » encerra-se a apresentação de todas 
as funçSes de interpolação utilizadas na formulação.
ÍOO
ENERGIA CINÉTICA DE UM ELEMENTO DE VIGA ASSIMÉTRICA
A expressão da energia cinética do centro de massa de um 
elemento de viga assimétrica com comprimento ds consiste das 
parcelas de energia de translaçSo Tt e rotaçSo Trot:
T = Tt + Trot CB. 15
... ....------ - ---- ---APÊNDICE B --------------------------
X
Figura B. 1. - Sistema de Coordenadas abc do centro de massa do 
elemento ds.
A parcela de energia cinética de transiaç&o do centro de 
massa pode ser escrita como:
101
- CB.23------
onde m  á & mass a do sl smânto por uni dado do comprimento. O ponto 
•••" acima das variáveis significa diferenciaçSo em relaçSo ao 
tempo.
Para a obtençSo da parcela de energia cinética de rotaçSo, 
inicialmente referencia—se o movimento de rotaçSo do elemento no 
sistema de coordenadas abc CFigura B.13, que está fixo no centro 
de massa, sendo que o eixo a é normal à seçSo transversal do 
elemento. A expressSo da energia cinética rotacionai é obtida, no 
sistema inercial de c o o r d e n a d a s ,  utilizando-se os seguintes 
â.ngulos de Euler Creferência [5213:
II •• II
T - rotação em torno do eixo z definindo o sistema a b c .
■ I » > »
ft - rotaçSo em torno do eixo b definindo o sistema a b c .
»
ô - rotaçSo em torno do exio a definindo o sistema abc.
dít - 1 “{ *  * ) { •  y
Pode-se escrever a taxa de movimento angular do elemento em 
relaçSo ao sistema XYZ fixo no espaço:
w«L 









A parcela da energia cinética de rotaçSo pode ser escrita
por:
dTrot Wa Wb Wc
Ip___O __ O






onde Ip, Idb e Ide sSo os momentos polar o diametrais do 
inércia de massa por unidade de comprimento.
A pequena assimetria da seçSo transversal permite considerar
o rotor inercialmente simétrico. Esta suposição torna-se 
necessária a fim de evitar o aparecimento de coeficientes 
periódicos na parcela de energia rotacional. Então, sob o ponto 
de vista inercial, o rotor é simétrico, ou seja, os momentos 
diametrais de inércia de massa são iguais a um valor médio:
Idm = Idb + Ide CB. 55
Pode-se reescrever a expressão da energia cinética de 
rotação como:
dTrot Wa Wb Wc
}
' Ip o O Wa
o Idm 0 < wb
0 O Idm wck J
ds CB. 65
Faz-se a substituição da relação CB.35 na expressão CB.65 e 
obtém—se a expressão da energia cinética rotacional no sistema 
inercial:
dTrot = g Õ /?J











Linearizando-se o problema, isto é, considerando que ft e F  
sej am pequenos , o que per mi te - escrever- - -cos/?— =- 1 - e - sen/?- = fi, - e - 
desprezando-se os termos quadráticos em /?, a expressão da energia 
cinética total é dada na seguinte forma:
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dT
ip e e - 2ip ô r / )  w s  cb. 83
asA taxa de variação do ângulo de rotação Ó tem 
contribuiçSes da velocidade de rotação O e da taxa de variação do 
ângulo de torção a  :
Ò  = ã  + Ci CB. 93
Efetuando-se a substituição da relação CB.93 na expressão 
CB. 83 e desprezando-se os termos não lineares, tem-se a nova 
expressão para dT :
dT = 5 í mÍ V W u  . \ + Idra I 0  r N  . y + I p a o .  +
- 2 Ipc r p  + IpC Q*+ 20a sjds CB. 103
Pela substituição das funçSes de interpolação e das 
coordenadas generalizadas do elemento na expressão CB.103, 
obtém-se a expressão matricial da energia cinética de um elemento 
finito de rotor através da integração ao longo do comprimento l :
onde £M°],CN*] e CH°] sSo as matrizes locais representativas da 
inércia de translação e de torçSo, da inércia de rotaçSo e dos 
efeitos giroscópicos, respectivamente. CL] é definida por :
l
CL] = I Ip CECsD] ds CB. 12D
MATRIZ C M°] REPRESENTATIVA DA INÉRCIA DE TRANSLAÇÃO E DE TORÇXO
A matriz C M®] é obtida, no sistema inercial de coordenadas, 
pela substituiçSo das funçSes de interpolaçSo C2. 1,2. 2 e 2.33 na 
expressSo da energia cinética do elemento finito de rotor C2.73. 
As parcelas de energia cinética de transiaçSo e de torçSo sSo 
dadas por:
l
J Ip Ò Ò ds CC. 13
o
onde o ponto " - " acima das variáveis significa diferenciaçSo em 
relação ao tempo.
Substituindo-se as funçSes de interpolaçSo em CC.13, a 
expressSo matricial de Tm  pode ser escrita como:
l
Tm = | <qe>T J “ [ DCs:> ] [ DCs:>
0
1
g <q<>T J  i p [ ECs3 ] [ KsD ] d® <^ #> cc. 23
o
Fazendo a integraçSo ao longo do elemento, obtém-se a matriz 
CKÍ1*] do elemento finito de rotor.
APENDICE C -------- ------------
1 da +
Tm
■ iJM < V W > I ds
tv ÍOQF' ,
A matriz [Ma] representativa da inércia de transiaçSo e de 
torção, Tio sistema, inercial de- coordenadas, é— apresentada— a- 
seguir. Para se obter a matriz no sistema rotativo de coordenadas 
basta substituir os efeitos do cisalhamento transversal fy e fz 
por seu valor médio f.
O O O Mis Mití O 0 O Mi 10
M22 0 M24 0 0 M27 0 Mzp O
Maa O O O 0 Mae 0 O
M44 O 0 M«7 0 M«p O
M55 Ms«s 0 O 0 M510
M<s« 0 0 0 M<sio






A matriz £M°] é simétrica e esparsa. SSo apresentadas as 
expressSes dos termos genéricos diferentes de zero mostrados na 
matriz.
Mii = K ( 156 + 294f y + 140fy* "JC 1 + fy D2 J
( 221 + 38,5ify + 17,5lfy* ^----------------------------
C 1 + fy 3* J
[ 54 + 126f y + 70fy* 'JC 1 + fy D* JMi <5 = K
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( -131 - 31 , 5 i f y - 17, S I f y2 'J C 1 + fy )* j
( 156 + 294fz + 140fz2 ïC 1 + fz )* J
( -221 - 38,5lfz - 17,5ifz2 ïC i + fz  ) *  J
[ 54 + 126fz + 70fz* 'lC 1 + fz D2 J
[ 131 + 31 , 5Lf z + 17»5ifz2 ïC 1 + fz D2 J
| l p l
[4t + 71 f z  + 3 ,5 1  f z  1
C 1 + f z  ) *  J
[-131 - 31 ,5 t f z  - 1 7 ,5 l f z *  'J
C 1 + f z  ) *  J
[ -31*" - 7i‘fz - 3,5t2fz* ^C 1 + f z  D2 J
[ 4l2 + 7l2fy + 3,5l2fy* ïC 1 + fy D2 J
(
131 + 31, 5 l f y  + 1 7 , 5 i f y 2 ï
----:— --- — — — ; I
C 1 + 'fy ) 2 J
i 2 ^ „ , 2^  2 I —«3Í —
Msio = K
L - 71 fy - 3.31‘fy* ï
C 1 + fy 32 J
( 1S6 + 294fy + 140fy2 "I------------------------
C 1 + fy 32 J
Mcsio = K Í -221 - 38, C 1 + Sify - 17,Slfy2fy D2
( 156 + 294fz + 140fz2 ï------------------------
C 1 + fz ) 2 J
( 221 + 38,5lfz + 17,Sifz2 'í---------------------------
C 1 + fz D2 J
Mbb = %  Ipl
Moo = K ( 4l2 + 7l2fz + 3,5i2fz*1 C 1 + fz D2 j
, * /2 - - 2-~ - - - 2— *
Mioio = K Í 4i + 7i fy + 3,51 f y ïC 1 + fy )2 J
onde K tem a seguinte forma:
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APÊNDICE D
MATRIZ [N°1 REPRESENTATIVA DA INÉRCIA DE ROTAÇÃO
A matriz de inércia rotacional do elemento finito de rotor é 
obtida, no sistema inercial de coordenadas, pela substituiçSo das 
funçSes de interpolaçSo na expressão da energia cinética C2.73. A 
parcela de energia cinética de rotaçSo é dada por:
l
Tn = 5 | Idm < /? r > -{ a } ds CD. 13
o
onde o ponto " • “ acima das variáveis significa diferenciação em 
relaçSo ao tempo.
Substituindo-se as funçSes de i nterpolação em CD. 13, 
obtém-se a expressão matricial de Tn :
l
TN = 2 { ’• } J Idm [ WCs:> ] [ WC®:> ] ds { } CD. 23
o
Efetuando—se a integraçSo ao longo do comprimento do 
elemento finito de rotor, a matriz [N®3 pode ser obtida:
T" = I { <  } [ N* ] { %  } CD-3;>
A matriz CN°], no sistema inercial de coordenadas, é 
apresentada a seguir. Para se obter a matriz no sistema rotativo 
de coordenadas, basta substituir os efeitos de cisalhamento 
transversal fy e fz por seu valor médio f.
lio





















N t o i o
A matriz £N*] é simétrica e esparsa. SSo apresentados os 
termos genéricos diferentes de zero mostrados na matriz.
Nis = K
Nii = K £ 36/C 1 + fy D2 J 
( C 1 + fy ) J
Ni«s = K £ -36/C 1 + fy D* J
Niio = K ( 31  - ISify 1C l + fy >2 J
(N22 = K |  36/C 1 + fz D2




N27 = K £ -36/C 1 + f z  D* J ______
(-31 + 1 5 i f z  I
C 1 + f z  D2 J
Í 4 1 *  + 5l*fz + 10t*fz2 C l  + fz 3*
(31 - 1 5 l f z  1C 1 + f z  D2 J
Í - lZ - 5l*fz + Sl2fz* ")---------------- -------
C 1 + fz ) J
[ 4 1 *  + 5i*fy +c 1 + fy  yNss = K
Nsks = K
10 l2fy2
( -31 + lSlfy "IC 1 + fy ? *  J
Nsio = K ( -1 - Sl fy + C 1 + fy ):512fy2
N«fcs = K [ 36/C 1 + fy D2 j
N<üo = K ( -31 + 15lfy 1 C 1 + fy 32 j
Nr? = K f 36/C 1 + fz D*
31 - 15ifz




( 41 2 + 5 i^T y  + 1 0 1 2fy 2 ] 
C 1 + fy D2 J
dado na segulnte forma:
Idm^30l
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MATRIZES [ H°] e CG°] REPRESENTATIVAS DOS EFEITOS GIROSCÔPICOS
A matriz [H®] é obtida» no sistema inercial de coordenadas, 
através da expressão da energia cinética do elemento finito de 
rotor C2. 7Z>. A parcela dos efeitos giroscópicos da energia 
cinética .é escrita como:
l
Ta = -O j* Ip r ft ds CE. 13
o
onde o ponto " •" acima da variável significa diferenciação em 
relação ao tempo.
Os vetores rotação ft e T são escritos na seguinte forma:
W = [*“ ] { q* }  CE2D
Substituindo-se as relaçSes CE. 21) e CE. 33 em CE. 13» obtém-se 
a expressão matricial de Ta:
T 1 T
Ta = -O { } Í IP [ Wl ] [ Wü ] ^  } CE. 43
o
Integrando-se ao longo do comprimento do elemento finito do 
rotor, obtém-se a matriz CH®] :
c>
r» . -o { 4. f {  « * ] { , . }  '
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A matriz IG*1 representativa dos efeitos giroscópicos, no 
sistema inercial de coordenadas, é dada por :
£ G* j = £ H* J - £ H* jT CE. 65
£ apresentada, a seguir, a matriz CG 3 do elemento finito de 
rotor, no sistema inercial de coordenadas. Para se obter a matriz 
no sistema de referência rotativo, basta substituir os efeitos do 
cisalhamento transversal fy e fz por seu valor médio f.
Gi 2 O Gi4 O O Gt? O Gíp O
O O O Gts Gz<s O O O G210
Anti - 
Simétrica
G*s G *a O O  O G*io 
0 0 Ga? O Gsp O
O G<S7 O G<sp O
O O O Gvío
Goto
A matriz [G®3 é anti-simétrica e esparsa. SSo 
apresentadas as expressSes dos termos genéricos diferentes de 
zero da matriz.
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Giz = C < -36 >
G14 = C C 31 - 15if z D
G 17 = C C 36 D
Gip = C C 31 - 15ifz D
G25 = C C 31 - 15lfy 3
Gztí = C C -36 D
G210 = C C 31 - 15ify D
6 4 5  =  C C -4i2 - 2,5l2fz - 2.5i2fy - 10 l2fyfz D 
G*<s = C C 31 - 15lfz D
G*io = C C l* + 2.5lafy + 2,5í2fz - 5l2fyfz D 
Gs? = C C 31 - 15lfy D
Gso = C C -l* - 2,5i2fy - 2.5lafz + 5i2fyfz D
Gtf? = C C -36 D
G<so = C C —3i + 15lfz D
©710 = C C -31 + 15lfy D
Goio = C C -412 - 2,5i2fy - 2.5i2fz + 10l2fyfz 5 
onde C é uma expressSo dada na seguinte forma:
IP




MATRIZ DE RIGIDEZ CKo®]
A matriz de rigidez do elemento finito de rotor CKo*3, no
sistema rotativo de coordenadas, é obtida através da expressSo da 
energia potencial elástica C2. 8D. Substituindo-se as funçSes de 
interpolação em C2. 83, obtém-se a seguinte expressão matricial da 
energia potencial elástica:
onde o apóstrofo ... acima das variáveis significa diferenciação
em relação à posição.
As parcelas matriciais da equação CF.1D são integradas ao 
longo do comprimento l do elemento finito de rotor para se obter 









VETOR FORÇA DO DESBALANCEAMENTO DISTRIBUÍDO
As projeç3©s em seno e em cosseno do vetor Torça do 
desbalanceamento linearmente distribuído, para um elemento finito 
de rotor, sSo dadas pelas seguintes expressSes:
____________________ ______ APÊNDICE G ------------- ----
r  ^ r f YkCI-s / O  + YdCs /ID
í Fc*\ = fl* f m CD1TJ l
l  ) J l Z k C 1 -s/ID  + ZdCs/ID Jo v . j
r  ^ r l  f-Z k C I-s/ ID  -  ZdCs/ÍD 1
/ Fs*l = fl* [ m CD]TJ l
l  J J l  Ye C 1 -s /ÍD -  YoCs/iD J
ds CI.1D
ds Cl. 23
onde m representa a massa do rotor por unidade de comprimento.
Substituindo-se as funçSes de interpolaçSo nas expressSes 
CI.1D e CI.2D e efetuando-se a integração ao longo do comprimento
l do elemento de rotor, obtém-se todos os termos dos vetores 




71 Yk + 14 Yd + fy £ i Yk + i YdJJ2020
25 281 + lü 20 + f* ( 5 z* * 5 a J]
^ Fc*J = m O*
I7 r .[  iè*2* - 53 20 * f*('ã 5  21 * £  H ]  
ITFy [ 25 Y'  * 35 Yd + f ;y ( 2Î Y* * 24 Yd)]
l V y [  iè  Y* * 25 Y- + r' (  g Y‘  ♦ 3 Yo]]
íTr«[ §5 z*  + i è 2» + f ' ( 5 z* + S 2»)]
I7 f ,[  íõ ^  * SB 20 + K  24 21 + 24 *>)] 
llry[ 'è s  Y‘  - 55 YD " Y‘  ■ £  YD]]
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i7f.[
- Z ± z k  -  
20 20
lè YK * iè Yd + fz
ZD * fy( ‘I ZE - i Zd]]
( 5 Yk + è YDj]
^ Fs®| = ra O2
JL_ f -t* 
1 +f*  ^ 20
I ^ T y [  S
I ^ T y [
I7T,[
S 5 Y® ” ãõ Yd + fs Cà2Î Y‘ -  kc Ï D
* i2 r -i2 i2
5ö Z K - 5ö Zl> + f y [ 54 ^  “ 54 20
]]
2*  -  ™  Z d + f y
31 v r  +  71 V n  +  f20 20
( 'g 21 - 5 H ]  
( 5 Y‘ + 5 Y“]]
—  r -l + f * [  3
—  r -l + f y [  3
I2










VETOR FORÇA DO DESBALANCEAMENTO DEVIDO A MASSA DE TESTE
O vetor desbalanceamento da massa de teste é obtido 
colocando-se em um ponto determinado, na periferia da seção 
transversal do rotor, uma massa m.
_____________ ____________APÊNDICE H . ________________________
Ym= Yq + e.cosTT 
Zm— Zq + €.sen7f 
Tf = TTq + A . t
Figura J.1 - Massa de teste na periferia de uma seçSo.
Ym = Ya + «t cosy cosOt — seny senQt 3 CJ.1D
O o
Zm = Za + ct senj' cosOt + cosy senOt 3 CJ.2D
O o
F "  m  1 0 1 *  í ^  ^  \ ^ Zm J [ Za J [ csonj' J [ ccosy J
senOt C J. 3D
o  '  '  ■ ’  • ®
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e reescreve-se a expressão CJ.33 como:
o-ci-c i—C}senftt C J . 43
A Torça desbalanceadora nodal é dada por:
CJ. 53
senOt C J. 63
{ ' }  = { Fc jcosOt + | Fs jsenOt CJ.73
Tom-so um d«sbal ancMimnto d« massa concentrado om um nó do 
elemento. As excentricidades de massa nas direçSes vertical y e 
horizontal z, medidas em um instante t=to, são escritas como:
ey = Y e a  = Z
onde Y e Z sSo as coordenadas da massa no nó, medidas na 
posição inicial do elemento do rotor.
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ANÁLISE DE SENSIBILIDADE DA RESPOSTA DESBALANCEADA
A VARIAÇÃO DE MASSA
Para determinadas aplicaçSes de rotores flexíveis, o 
balanceamento é efetuado através da variaçSo na inércia do 
sistema. Neste caso, o objetivo é a determinaçSo, dentre um 
conjunto de seçSes transversais do rotor, daquelas de maior 
sensibilidade da estrutura à variaçSo de massa, em cada velocidade 
selecionada. Uma massa unitária é colocada em um nó determinado do 
modelo, ou seja, acrescenta-se o valor de massa unitária aos dois 
termos da matriz de inércia global da estrutura, que estSo 
associados com os graus de liberdade dos deslocamentos 
transversais lineares deste nó, e obtém-se a nova matriz inercial 
CM ] do rotor. A nova equaçSo global das vibraçSes forçadas é 
similar á expressão C4.17D:
CM*]<q> - OCGÍ<q> + CJCs3<q> = <F> Cl. 13
onde CM 1 é a nova matriz representativa da inércia de translaçSo, 
de torçSo e de rotaçSo.
Calcula-se, em cada velocidade selecionada, a nova resposta 
desbalancead^ do rotor, com a massa concentrada no nó, e efetua-se 
a comparação . deste novo valor com a resposta desbalanceada 
original obtida através do sifctema de equaçSes C4.212) e C4.22D. Em■'% . " - 
*' i
j. ■ \ O
/  ,
APÊNDICE I
cada rotação de interesse, repete-se o procedimento para todos os 
— nós do- model o- -e l evantam-se os pon tos da estrutura que sof r em 
maior variação da resposta desbalanceada. Os nós mais sensíveis 
são potencialmente mais efetivos para a colocação das massas 
balanceadoras, na faixa de velocidades selecionadas para o 
balanceamento.
Exemplificando o procedimento aqui exposto, efetua-se a 
análise de sensibilidade para o exemplo de rotor apresentado no 
capítulo 5, modelado com 30 elementos. As seçSes transversais mais 
sensíveis do rotor foram identificadas para a faixa de velocidades 
que compreende a primeira e a segunda velocidades críticas. As 
figuras 1.1,1.2 e 1.3 mostram as curvas que relacionam a 
sensibilidade com o nó do modelo onde está colocada a massa 
unitária, para os mancais esquerdo Cnó 13 e direito Cnó 313. A 
linha continua das figuras representa a curva para o mancai 
esquerdo e a linha tracejada a curva para o mancai direito.
A figura I.i apresenta as curvas para a velocidade de llOO 
rpm, ou seja, na faixa de velocidades próximas à primeira 
velocidade crítica.
A figura 1.2 mostra as curvas de sensibilidade para a 
velocidade de 3600 rpm, que está na faixa de velocidades 
intermediárias entre a primeira e a segunda critica.
Já a figura 1.3 fornece as curvas para a velocidade de 4200 
rpm, que se encontra na faixa de velocidades próximas à segunda
- frequência crítica. As linhas continua e tracejada praticamente se 
super pSem.
Sintetizando os resultados mostrados pelas figuras, a tabela 
«> 1 . 1 apresenta a localização das seçSes mais sensíveis do rotor nas 




Tabela 1.1 - Pontos de maior sensibilidade





Figura 1.1 — Curvas de sensibilidade da resposta desbalanceada do 
rotor à. variaçSo de massa, na velocidade de IlOO rpm.
*=>
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Figura 1.2 - Curvas de sensibilidade da resposta desbalanceada do 








Figura 1.3 - Curvas de sensibilidade da resposta desbalanceada do 
rotor à. variaçSo de massa, na velocidade de 4200 rpm.
